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主编 简介 


# ë (Zhu Cimian) 同济 大 学 土 未 工程 学 院 教授 , 重 圭 学位, 圭 士 研究 生 导 师 ， 
站 和 构 力 学 教研室 主任 ,国家 教育 部 高 等 学 校 力学 基础 课程 教学 指导 委员 会 委员 ,上海 市 土木 工程 
学 会 会 员 , 国 家 一 级 注册 结构 工程 师 ,国家 注册 监理 工程 师 。 

1970 年 毕业 于 清华 大 学 工程 力学 数学 系 固体 力学 专业 ,此 后 几 年 在 国家 第 一 机 机 工业 部 第 
八 设计 院 从 事 半 构 设计 工作 ,1978 年 进入 同济 大 学 ， 共 期 从 事 结 构 力学 等 课程 的 教学 和 结构 工 
程 领 域 的 科学 研究 与 工程 实践 , 曾 多 次 获得 国家 级 和 上 海 市 科技 进步 奖 和 教学 成 果 奖 ,发 表 学 术 
论文 吉 十 篇 ”提出 了 “概念 结构 力学 "与 计算 结构 力学 "并 进 的 学 科 发 展 思想 ,并 付 诸 于 教学 实 
3 1997 年 和 2003 年 曾 先后 获得 上 海 市 育才 奖 和 高 等 学 校 名 师 奖 


序 


现代 工程 技术 的 日 益 进步 和 电子 计算 机 的 飞速 发 展 对 结构 力学 学 科 产 生 了 深远 的 影响 。 一 
方面 ,大 型 工程 结构 在 各 种 复杂 因素 作用 下 的 分 析 , 要 求 强化 结构 力学 基本 概念 的 综合 运用 和 概 
您 设计 的 理念 ; 另 一 方面 ,运算 能 力 的 剧 增 又 要 求 发 展 与 之 相 适 应 的 结构 分 析 理 论 与 方法 。 这 就 
促使 传统 结构 力学 向 “概念 结构 力学 "和 “计算 结构 力学 "两 个 方向 的 纵深 发 展 。 高 等 学 校 工程 类 
专业 的 结构 力学 课程 教学 需要 与 之 相 适应 ,以 利于 培养 出 满足 现时 代 需 要 的 专业 人 才 。 

本 书 的 编写 力求 改变 以 往 课程 教学 中 常 以 介绍 传统 的 结构 力学 计算 方法 为 主 的 状况 ,而 是 
致力 手 结构 力学 基本 概念 的 培养 及 其 运用 能 力 的 提高 。 结 构 计算 电子 化 后 ,许多 传统 的 计算 方 
法 本 身 可 能 已 逐步 失去 实际 应 用 价值 ,但 其 相应 的 基本 福 念 和 基本 原理 在 结构 分 析 中 仍 上 基 有 重 
要 地 位 和 价值 。 实 际 上 ,力学 基本 概念 和 基本 原理 在 工程 中 的 综合 运用 能 力 , 则 正 是 当代 结构 工 
程 领域 科技 人 员 所 应 具备 的 最 重要 的 素质 。 

本 书 的 特点 是 :以 结构 力学 的 基本 概念 .基本 原理 及 其 科学 运用 为 主线 ;以 认 知 规律 为 出 发 
点 ;以 工程 实践 为 背景 ;以 素质 与 能 力 的 提高 为 旧 标 。 本 书 注意 概念 清晰 、 内 容 简 明 、 深 入 浅 出 和 
联系 实际 。 在 介绍 解 题 方法 的 同时 更 注重 “就 事 论 道 " 和 “由 技 入 道 ”, 力 求 使 学 生 深 刻 领会 客观 
规律 并 掌握 事物 的 本 质 。 

本 书 是 同济 大 学 有 关 教师 在 长 期 从 事 结构 力学 教学 .科研 以 及 工程 实践 的 基础 上 写成 的 , 体 
现 了 作者 有 关 “ 袜 念 结构 力学 "的 基本 思想 。 全 书 分 上 册 ( 共 7 章 )、 下 册 ( 共 5 章 ), 由 朱 蔗 勉 主编 
并 编写 第 1.5.9、10 章 。 参 加 本 书 编写 工作 的 还 有 江 利 仁 (第 3 章 )、 张 伟 平 (第 6 章 部 分 内 容 、 第 
12 章 ), 李 建新 (第 6 章 部 分 内 容 、 第 1323) kde (f 4.7 章 ) 和 王 琳 久 (第 2.8 章 )。 书 
中 强调 了 有 关 线 弹性 体系 的 基本 假设 ,以 及 各 种 基本 理论 、 基 本 方法 以 及 公式 的 适用 前 提 ; 突 出 
了 静 定 和 超 静 定 结构 受 力 状态 的 概念 分 析 ,并 纳入 了 对 于 概念 分 析 有 重要 作用 的 前 力 分 配 法 的 
基本 原理 ;提出 了 诸如 利用 瞬时 中 心 求解 带 各 杆 的 超 静 定 刚 架 、 运 用 联合 法 绘制 影响 线 和 利用 电 
模拟 分 析 杆 件 并 联 、 串 联 关系 等 行 之 有 效 的 分 析 方法 ;编写 了 相当 数量 的 有 关 概念 分 析 和 与 工程 
实践 密切 相关 的 例题 和 习题 ,其 中 不 少 是 近年 来 的 期 终 试题 或 研究 生 入 学 考试 试题 

本 书 承 壹 北京 建筑 工程 学 院 刘 世 村 教授 审阅 ,并 提出 了 宝贵 的 修改 意见 。 吟 尔 滨 工 业 大 学 
王 焕 定 教 投 、 间 济 大 学 朱 伯 钦 教授 也 对 本 书 提出 了 许多 有 益 的 建议 。 在 此 , 遵 向 他 们 表示 庄 心 的 
储 谢 。 此 外 ,同济 大 学 教 几 处 对 本 书 的 出 版 高 度 重视 并 给 予 大 力 支 持 , 冷 会 荣 、 顾 绍 义 、 罗 文 创 等 
精心 制作 了 本 书 的 电子 文稿 ,一 并 表示 感谢 。 

欢迎 批评 和 指正 。 


MH. 
2003 年 11 月 于 同济 大 学 
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§1-1 结构 力学 的 研究 对 象 和 基本 任务 


建筑 物 ,构筑物 或 其 他 工程 对 象 中 支承 和 传递 荷载 而 起 骨架 作用 的 部 分 称 为 工程 结构 。 例 
如 ,房屋 建筑 中 由 楼 板 . 梁 、 柱 、 剪 力 墙 以 及 基础 等 组 成 的 结构 体系 ,水 工 建筑 物 中 的 大 坝 和 闸门 ， 
公路 和 铁路 桥梁 ,隧道 和 涵洞 ,飞机 汽车 中 的 受 力 骨 架 等 ,都 是 工程 结构 的 典型 例子 。 

工程 结构 的 受 力 特性 和 承载 能 力 与 结 和 构 的 几何 特征 有 着 密切 的 联系 。 从 广义 来 说 ,结构 可 
按 其 几何 特征 分 为 以 下 三 类 : 

1. 杆 系 结构 

杆 系 结构 是 由 若干 个 杆 件 相互 联结 而 组 成 的 结构 。 杆 件 的 几何 特征 是 其 横 截面 上 两 个 方向 
的 几何 尺度 远 修 于 长 度 。 梁 、 刚 架 . 拱 和 术 架 等 都 是 杆 系 结构 的 典型 形式 。 

2. 板 之 结构 

板 壳 结构 也 称 为 薄 辟 结构, 它 的 几何 特征 是 其 厚度 远 小 于 其 余 两 个 方向 上 的 尺度 。 房 屋 建 
筑 中 的 楼 板 , 壳 体 屋 盖 ( 图 1 - 1) ,飞机 和 轮船 的 外 壳 等 均 属于 板 壳 结构 。 

3. 实体 结构 

实体 结构 也 称 三 维 连续 体 结 构 , 其 几何 特征 是 结构 的 长 . 宽 、 高 三 个 方向 的 尺度 大 小 相仿 。 
重力 式 挡 土 壤 ( 图 1- 2) 和 水 工 建筑 中 的 重力 坝 等 属于 实体 结构 。 


图 1-1 A 1-2 

结构 力学 是 研究 结构 的 合理 形式 以 及 结构 在 受 力 状态 下 内 力 ,变形 动力 反应 和 稳定 性 等 方 
面 的 规律 性 的 学 科 。 研 究 的 目的 是 使 结构 满足 安全 性 、 适 用 性 和 经 济 方面 的 要 求 。 具 体 来 说 , 结 
构 力学 的 基本 任务 主要 包括 以 下 几 个 方面 : 

(1) 根据 功能 和 使 用 等 方面 的 不 同 要 求 和 结构 的 组 成 规律 ,研究 结构 的 合理 形式 。 

(2) 研究 结构 内 力 ,变形 、 动 力 反 应 和 稳定 性 计算 的 理论 和 方法 。 

(3) 研究 由 结构 受 力 结果 确定 外 界 作用 信息 ,或 是 根据 外 界 作用 信息 ,确定 结构 的 有 关 信 
息 ,或 是 对 结构 的 受 力 反应 进行 控制 的 理论 和 方法 。 


2 第 1 章 A £ 


结构 力学 是 结构 工程 类 专业 的 一 门 重要 的 技术 基础 课 , 它 与 先 修 的 理论 力学 .材料 力学 以 及 
后 继 的 弹 塑性 力学 之 间 有 着 密切 的 联系 。 前 者 是 属于 基础 力学 ;通常 的 结构 力学 是 以 杆 系 结构 
为 主要 研究 对 象 , 也 称 为 狭义 结构 力学 ; 弹 塑 性 力学 则 以 实体 结构 和 板 这 结构 为 主要 研究 对 象 。 

现代 工程 技术 的 日 益 进 步 和 电子 计算 机 的 飞速 发 展 对 结构 力学 学 科 产 生 了 深远 的 影响 。 一 
方面 ,大 型 工程 结构 在 各 种 复杂 因素 作用 下 的 分 析 柳 求 强化 结构 力学 基本 概念 的 综合 运用 和 概 
念 设计 的 理念 ; 另 一 方面 ,运算 能 力 的 剧 增 要 求 发 展 与 之 相 适 应 的 结构 分 析 理 论 和 方法 ,这 就 促 
进 了 传统 结构 力学 向 概念 结构 力学 和 计算 结构 力学 两 个 方向 的 纵深 发 展 。 为 了 适应 科技 的 进 
步 , 结 构 工程 领域 科技 人 员 的 角色 和 作用 也 正在 发 生 许 多 根本 性 的 改变 ,这 就 决定 了 结构 力学 的 
课程 教学 需 以 力学 基本 概念 及 其 科学 运用 为 主线 ;以 对 客观 世界 的 认 知 规律 为 出 发 点 ;以 工程 实 
践 为 背景 ;以 素质 和 能 力 的 提高 为 根本 目标 。 


§1-2 结构 的 计算 简 图 


一 个 实际 结构 的 受 力 情况 往往 是 很 复杂 的 ,如 果 完 全 按照 实际 结构 的 工作 状态 进行 分 析 , 事 
实 上 会 遇 到 一 定 的 困难 ,同时 也 是 不 必要 的 ,因而 在 对 实际 结构 进行 力学 分 析 之 前 ,需要 作出 某 
些 简化 和 假设 。 在 计算 时 常 把 实际 结构 中 的 一 些 次 要 因素 加 以 忽略 ,但 是 又 要 能 反映 出 实际 结 
构 的 主要 受 力 特征 。 这 种 经 过 简化 了 的 结构 图 形 称 为 结构 的 计算 简 图 。 在 力学 计算 中 ,结构 的 
计算 简 图 就 是 实际 结构 的 代表 。 结 构 计算 简 图 的 合理 选择 ,在 结构 分 析 中 是 一 个 极为 重要 的 环 
节 , 也 是 必须 首先 要 解决 的 问题 。 

结构 计算 简 图 的 选择 主要 有 以 下 原则 ， 

(1) 保留 主要 因素 , 咯 去 次 要 因素 ,使 计算 简 图 能 反映 出 实际 结构 的 主要 受 力 特 征 ,这 就 是 
“ 存 本 去 来" 的 简化 原则 。 

(2) 根据 需要 与 可 能 ,并 从 实际 出 发 ,力求 使 计算 简 图 便于 计算 ,这 就 是 “计算 简便 "的 简化 
原则 。 

此 外 ,根据 不 同 的 要 求 与 具体 情况 ,对 于 同一 实际 结构 可 选取 不 同 的 计算 简 图 。 例 如 ,在 初 
步 设计 阶段 可 选取 较为 粗糙 的 计算 简 图 ,在 施工 图 设计 阶段 可 选取 较为 精细 的 计算 简 图 ;采用 手 
算 时 可 选取 较为 简单 的 计算 简 图 ,采用 电 算 时 可 选取 较为 精确 的 计算 简 图 ;在 动力 计算 时 ,由 于 
计算 比较 复杂 ,可 选取 较为 简单 的 计算 简 图 ,在 静 力 计算 时 ,由 于 计算 比较 简单 ,可 选取 较为 精确 
的 计算 简 图 等 。 

在 选择 计算 简 图 时 ,需要 对 实际 结构 的 情况 进行 多 方面 的 简化 。 以 下 就 作 简要 的 介绍 。 

1. 结构 体系 的 简化 

杆 系 结构 可 分 为 平面 杆 系 结构 和 空间 杆 系 结构 两 大 类 。 实 际 结构 一 般 都 是 空间 结构 ,这 样 
才能 抵御 来 自 各 个 方面 的 荷载 。 但 在 多 数 情 况 下 常 可 以 忽略 一 些 次 要 的 空间 约束 的 作用 ,或 是 
将 这 种 空间 约束 作用 转化 到 平面 内 ,从 而 将 实际 结构 分 解 为 平面 结构 ,使 计算 得 以 简化 。 

2. 杆 件 的 简化 

杆 系 结构 中 的 杆 件 ,在 计算 简 图 中 均 用 杆 件 的 轴线 来 表示 , 杆 件 的 长 度 一 般 可 用 轴线 交点 间 
的 距离 表示 。 

3. 结 点 的 简化 
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杆 件 忆 相互 联结 处 称 为 结 点 。 木 结构 , 钢 结 构 和 混凝土 结构 的 结 点 ,具体 构造 形式 虽 不 尽 相 
FJ ,但 其 结 点 的 计算 简 图 常 可 归纳 为 以 下 两 种 类 型 : 

0) RAA 

EXA Aa RO REESE ATEK A AFT LASER HE Ë R PE oh, PT A — AR ER P 
理想 情况 ,在 实际 工程 中 很 难 实现 。 例 如 ,图 1 - 3a BRA AR E: 38 B) T 38 a 85 sa H 8 EI , e S 
点 处 各 杆 并 不 能 完全 自由 地 转动 ,但 是 由 于 杆 件 间 的 联结 对 于 相对 转动 的 约束 不 强 , 受 力 时 杆 件 
发 生 微 小 的 相对 转动 还 是 可 能 的 。 因 此 ,将 这 种 结 点 近似 地 作为 贸 结 点 处 理 后 (图 1 - 3b) ,不 至 
引起 大 的 误差 。 


(2) 则 结 点 
网 结 点 的 特征 是 所 联结 杆 件 之 间 不 能 在 结 点 处 产生 相对 转动 , 即 在 刚 结 点 处 各 杆 之 闻 的 夹 
角 在 变形 前 后 保持 不 变 。 


图 1 - 4a 所 示 为 混凝土 多 层 刚 架 边 柱 与 模 
洪 的 结 点 构造 图 。 由 于 边 柱 与 横梁 间 为 整体 © Hi 
D PLY 0 E 80 6 AEREN R BIK | 
度 的 要 求 , 因 而 就 保证 了 横梁 与 边 柱 能 相互 牢固 = 
地 联结 在 一 起 ,构成 了 刚 结 点 ,其 计算 简 图 如 图 1 
~ 4b 所 示 。 
4. 支 座 的 简化 


结构 与 基础 相 联 结 的 部 分 称 为 支 座 。 结 
所 受 的 荷载 通过 支 座 传递 给 基础 和 地 基 。 AA 图 1-4 
对 结 梅 的 反作用 力 称 为 支 座 反 力 。 平 面 结构 的 支 座 形式 主要 有 以 下 五 种 类 型 ， 
(1) 活动 铵 支 座 


桥梁 结构 中 所 用 的 辊 轴 支 座 (图 1- 5a) 及 摇 轴 支 产 (图 1-5b) PR ah BK EB, 

18 Bh BE X AB ATL ah HE TE APT Se A 作 自 由 转动 ,并 人 允许 沿 支承 面 m — n 有 微量 的 移 
动 ,但 限制 镑 A 沿 垂直 于 支承 面 方向 的 移动 。 根据 活动 匀 支 座 的 机 动 特征 和 受 力 特征 ,可 用 图 
1- 5e 所 示 一 根 竖 向 支 座 链 杆 的 计算 简 图 来 代表 。 

(2) Bees 

HAE BE PE Bi a A ES A HH , (E š K E AIE e KO £ h 3: SJ Ea HW, me 
1-6a 所 示 。 此 时 , 支 座 反 力 Fea WMA PD, 38 9 29 98 R 2k S fl MHS RH F. s F, 
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(a) {c) 


图 1-5 
根据 固定 铵 支 座 的 机 动 特征 和 受 力 特征 ,可 用 如 图 1- 6b 或 图 1 - 6c 所 未 的 计算 简 图 表示 。 


(3) 固定 支 座 

图 1 -7a KREN R, 当 梁 端 插 人 墙 身 有 一 定 深度 时 , 则 可 视 作 固 定 支 座 。 固 定 支 座 的 机 
动 特征 是 结构 与 支 座 相 联结 的 A 处 , 既 不 能 发 生 转 动 ,也 不 能 发 生 水 平和 竖 向 的 移动 。 相 应 的 
支 座 反 力 ,通常 可 用 反 力 矩 M, 和 水 平 及 竖 向 分 反 力 Fa .Fw 来 表示 (图 1-7b)。 图 1-7c 所 示 
为 揪 和 人 杯 形 基础 的 混凝土 预制 柱 , 杯 口内 由 细 石 混凝土 填 实 , 当 预制 柱 插入 杯 口 有 足够 深度 时 ， 
则 杯 口 面 A 处 可 视 为 固定 支 座 , 其 计算 简 图 如 图 1- 7d 所 示 。 


(a) 


(b) 


a. x. 


(4) 8335 
图 1-8a 所 示 为 滑动 支 座 ( 亦 称 写 向 铵 支 座 ) 的 示意 图 ,这 类 支 座 能 限制 结构 的 转动 和 沿 一 
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个 方向 上 的 移动 ,但 允许 结构 在 另 一 方向 上 有 滑动 的 自由 。 例 如 ,图 1- 8a 所 示 的 结构 在 支 座 处 
的 转动 和 竖 向 移动 将 受到 限制 ,但 可 沿 水 平方 向 有 微量 滑动 ,可 用 两 根 竖 向 平行 支 杆 来 表示 这 类 
消 动 支 座 的 机 动 特征 和 受 力 特 征 (图 1- 8b)。 相 应 的 支 座 反 力 有 两 个 :限制 竖 直 方向 移动 的 反 
J F 和 限制 转动 的 反 力 矩 Ma o 

上 述 四 种 支 座 , 均 假设 支 座 本 身 是 不 能 变形 的 ,计算 简 图 中 相应 的 支 杆 也 被 认为 其 本 身 是 不 
能 变形 的 刚性 链 杆 ,这 类 支 座 称 为 刚性 支 座 。 


四， 四 u, 
G 
F 
A Fy 
图 1-8 
(5) 弹性 支 座 


若 贾 考虑 支 座 本 身 的 变形 , 则 这 类 支 座 称 为 弹性 支 座 。 如 图 1 - 9a 所 示 的 桥 面 结构 , 桥 面板 
上 的 荷载 通过 纵 梁 传 给 横梁 ,然后 由 横梁 传 给 主 滩 ,最 后 由 主 滩 传 给 桥墩 。 在 荷载 的 传递 过 程 
中 ,各 横梁 将 起 支承 纵 梁 的 作用 ;同时 受 荷载 作用 后 ,中 间 各 横梁 将 产生 弯曲 变形 而 引起 竖 向 位 
移 ,此 时 横梁 相当 于 一 个 弹簧 作用 ,可 用 一 根 竖 向 弹簧 来 表示 这 种 支 座 的 性 能 。 它 具有 一 定 的 抵 
抗 移动 的 能 力 , 称 为 抗 移 弹性 支 座 。 例 如 ,图 1 - 9b 所 示 纵 梁 的 各 中 和 间 支 座 。 另 外 一 种 弹性 支 座 
具有 一 定 的 抵抗 转动 的 能 力 , 称 为 抗 转 弹性 支 座 。 


图 1-9 
5. 荷载 的 简化 
例如 建筑 物 的 楼 面 荷载 一 般 可 简化 为 竖 向 均 布 荷载 , 侧 向 风 荷 载 一 般 可 沿 建筑 物 高 度 方向 
分 段 简化 为 水 平均 布 荷载 等 。 


为 了 说 明 实 际 结构 的 简化 过 程 , 现 以 图 1- 10 所 示 混 凝 土 单 层 工业 厂房 的 实例 说 明 。 厂 房 
是 由 屋 架 、 屋 面板 .柱子 .吊车 粱 和 支撑 体系 等 所 构成 的 空间 结构 。 当 它 承 受 屋 面 竖 向 荷载 时 , 荷 
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载 先 由 屋面 板 传 给 屋 架 ,再 由 屋 架 两 端 传 给 柱子 直达 基础 。 当 它 承 受 侧 向 风 荷载 时 ,屋面 上 的 风 
荷载 由 屋 架 传 至 柱 硕 ; 侧 墙 上 的 风 荷 载 一 般 可 简化 为 均 布 荷载 由 墙 体 传 至 柱 身 ,最 后 传达 基础 。 
以 上 两 种 荷载 分 别 作用 时 ,厂房 除 端 部 外 的 各 杨 横 向 结构 的 受 力 和 变形 情况 基本 相同 ,因而 可 以 
取出 其 中 的 一 棉 进 行 计算 ,这样 就 可 将 空间 结构 转化 为 平面 结构 来 分 析 。 当 厂房 承受 吊车 竖 向 
或 水 平 荷载 作用 时 ,由 于 结构 纵向 联系 较 弱 ,不 能 提供 足够 的 整体 刚度 ,因而 可 偏 于 安全 地 认为 
上 述 荷 载 仅 由 吊车 所 在 位 置 的 一 柏 模 向 结构 单独 承受 ,或 者 是 根据 经 验 确定 其 所 承受 吊车 荷载 
的 百分比 。 这 样 ,就 仍然 可 以 按照 平面 结构 来 分 析 。 

厂房 的 量 架 一 般 可 简化 为 平面 理想 术 架 (网 第 3 章 ) ,柱子 与 屋 架 之 则 系 通过 预 埋 钢板 ,在 吊 
装 就 位 以 后 再 相互 焊接 的 ,其 联接 构造 可 使 屋 架 端 部 与 柱 顶 不 能 发 生 相 对 线 位 移 ,但 不 能 完全 限 
止 两 者 之 间 发 生 相对 转动 。 这 时 ,可 以 将 柱 与 屋 架 的 联接 视 为 鲜 结 点 。 在 计算 屋 架 的 内 力 时 ,可 
以 忽略 其 传递 的 柱 顶 剪 力 鲁 将 其 单独 取出 ,并 用 铵 支 座 代 蔡 其 与 柱子 之 间 的 相互 联结 作用 ,计算 
简 图 分 别 如 图 1—lla.b 所 示 ;在 分 析 柱 子 的 内 力 时 ,可 以 用 实体 杆 代替 厌 屋 架 , 取 计 算 简 图 为 图 
1 [le SRA AOE RAK AR. RAE RL HER, 


= AAA <s, 
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图 1-11 
$1-3 结构 和 荷载 的 分 类 


1-3-1 结构 的 分 类 


在 结构 分 析 中 ,是 用 计算 简 图 代替 实际 结构 的 。 所 谓 结构 分 类 ,实际 上 是 指 结构 计算 简 图 的 
分 类 。 杆 系 结构 通常 可 分 为 如 下 的 五 种 类 型 : 

1. 

梁 是 一 种 受 弯 构件 , 它 的 轴线 一 般 为 直线 ,在 竖 向 荷载 作用 下 支 座 不 产生 水 平反 力 。 梁 可 以 
是 单 跨 的 (图 1- 12a) ,也 可 以 是 多 器 的 (图 1-12b)。 

2. 拱 

拱 的 轴线 一 般 为 曲线 , 拱 在 竖 向 荷载 作用 下 支 座 会 产生 水 平反 力 ,从 而 可 以 减 小 拱 截 面 上 的 


Wei (1-13). 

3. M 

刚 架 通常 由 喜 杆 组 成 ,其 组 成 特点 是 杆 件 联结 处 的 结 点 是 刚 结 点 (图 1- 14)。 刚 架 有 时 也 
称 为 框架 。 


图 1-13 图 1-14 
4 fim 
橙 架 由 直 杆 组 成 ,其 组 成 特点 是 各 杆 相 联结 处 的 结 点 均 为 匀 结 点 (图 1 - 15)。 当 机 架 承 受 
结 点 荷载 时 ,各 杆 内 只 产生 轴 力 。 


5. 组 合 结构 

SH A i HF TRA fe AR (El 1 ~ 16a) 或 术 架 杆 件 
和 刚 架 (图 1 - 16b) 等 组 合 而 成 的 结构 ,其 受 力 特 点 为 除 4 
顶 架 杆 件 只 承受 轴 力 外 ,其 余 受 恋 宇 件 能 同时 承受 轴 力 、 š 


8 J 386, Eai 
上 述 五 种 类 型 的 杆 系 结构 是 最 基本 的 结构 类 型, 此 
EA BRN BMI , 
杆 系 结构 有 平面 结构 与 空间 结构 之 分 。 当 结构 各 杆 件 的 轴线 与 作用 荷载 均 位 于 同一 平面 
时 , 称 为 平面 丁 系 结构 ,或 者 简称 为 平面 结构 ;不 符合 上 述 条 件 的 结构 称 为 空间 杆 系 结构 ,或 者 简 
称 为 空间 结构 ( 见 83 -6)。 
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图 1-16 
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1-3-2 荷载 的 分 类 

蔓 载 是 主动 作用 于 结构 上 的 外 力 。 例 如 ,结构 本 身 的 自重 ,工业 厂房 结构 上 的 吊车 荷载 , 行 
驶 在 桥梁 上 的 车 辆 荷载 ,作用 于 水 工 结构 上 的 水 压力 或 土 压力 等 。 

根据 荷载 作用 时 间 的 久 暂 及 荷载 作用 的 性 质 , 可 将 荷载 所 要 地 作 如 下 的 分 类 ; 

1, 按 荷载 作用 时 间 的 久 暂 划分 

(1) ER 

永久 作用 在 结构 上 的 不 变 荷载 称 为 恒 载 。 例 如 ,结构 本 身 的 自重 以 及 永久 固定 在 结构 上 的 
设备 重量 等 。 在 结构 的 使 用 阶段 ,上 述 荷载 的 大 小 位置 和 方向 均 不 改变 。 

(2) 活 载 

临时 作用 在 结构 上 的 可 变 荷载 称 为 活 载 。 例 如 ,列车 .吊车 荷载 ,人 群 、 风 、 雪 荷载 等 。 在 具 
体 进行 结构 计算 时 ,通常 把 便 载 及 有 些 活 载 (如 入 群 风 雪 和 荷载 ) 在 结构 上 的 作用 位 置 视 作 是 固定 
的 ,这 类 荷载 又 称 为 固定 荷 裁 。 有 些 活 载 (如 吊车 \ 汽 车 和 列车 荷载 ) 在 结构 上 的 作用 位 置 是 移动 
的 ,这 类 荷 裁 又 称 为 移动 荷载 。 

2. 按 荷 载 作用 的 性 质 划分 . , 

(1) 静 力 荷载 

尊 力 荷 载 的 大 小 \ 位 置 和 方向 并 不 随时 间 而 变化 ,荷载 的 加 载 过 程 比较 缓慢 ,一 般 设想 由 零 
逐渐 增加 到 最 终 值 。 因 此 在 静 力 荷载 作用 下 ,认为 结构 上 的 质量 并 不 产生 显著 的 加 速度 和 相应 
的 惯性 力 ,从 而 不 会 使 结构 引起 振动 。 结 构 的 自重 和 其 他 伍 载 都 是 静 力 荷载 的 实例 。 

(2) 动力 荷载 

动力 荷载 是 随时 间 迅速 变化 的 荷载 ,在 动力 荷载 作用 下 ,结构 的 质量 将 产生 显著 的 加 速度 和 
相应 的 惯性 力 , 因 而 引起 结构 明显 的 运动 或 振动 。 例 如 ,机 器 运转 时 由 于 偏心 质量 的 存在 所 产生 
的 茶 载 ,地 震 时 由 于 地 面 运动 对 结构 物 所 引起 的 动力 作用 ,波浪 压力 对 水 工 结构 物 的 冲击 ,其 他 
如 因 爆破 所 引起 的 气 浪 冲击 波 , 风 的 脉动 荷载 等 ,都 是 动力 荷载 的 实例 。 


§1-4 基本 假设 


除了 在 确定 结构 的 计算 简 图 时 所 作 的 各 种 简化 之 外 ,在 作 结 构 分 析 时 还 常 可 以 根据 实际 情 
襄 对 结构 在 受 力 状态 下 的 行为 特征 进行 假设 ,从 而 使 计算 简化 。 

通常 的 结构 力学 有 以 下 三 条 基本 假设 :“ 

(1) 结构 体 是 连续 的 ,而 且 在 外 力作 用 下 仍 保持 连续 。 

(2) 衣 克 (Hooke) 定 律 :处 于 静 力 平衡 状态 的 结构 体 上 任意 
点 的 位 移 wu( 图 1 一 17) 可 表达 为 

u=a,F, t+a,Fp t+ + a,F,, (=i 

RP asa. ya, 均 为 常数 ,它们 与 荷载 Fa , Fe ,…, Fr, WK 
小 无 关 , 但 对 于 不 同 的 位 移 以 及 荷载 不 同 的 作用 位 置 和 方向 来 
说 ,这 些 常数 是 不 同 的 。 

(3) 若 将 所 有 的 外 部 作用 撤消 , 则 结构 回复 到 原先 的 无 应 力 
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状态 。 

符合 以 上 三 条 基本 假设 的 结构 体 称 为 线 弹性 体 。1859 ERM k (Kirchhof) Hi TAX 
线 弹 性 体系 解 的 惟一 性 定理 中。 按照 这 一 理论 , 线 弹 性 体系 的 弹性 变形 与 外 部 作用 力 之 问 具有 
一 一 对 应 关系 , 即 在 一 定 的 外 部 作用 下 , 线 弹 性 体系 的 内 力 和 变形 都 是 惟一 的 。 上 述 解 的 惟一 性 
定理 在 线 弹 性 体系 的 受 力 分 析 中 具有 重要 地 位 ,此 时 的 受 力 分 析 称 为 线性 分 析 。 

将 以 上 基本 假设 (2) (3) 相 结合 ,可 以 证 明 线 弹 性 体系 的 又 加 原理 ®@ , 即 式 (1 - 1) 不 仅 适用 
于 Fp :Fr :… :Fp 保持 不 变 的 荷载 系 ,而 且 也 适用 于 任意 一 组 荷载 矢量 Fe Fu, Fono $ 
育 之 , 式 (1 ~ 1) 成 立 与 加 载 次 序 无 关 ; 常 数 与 荷载 矢量 Fu, Fo, Fp, 无 关 ; 常 数 a, THR 
矢量 Fo. Pr Fp, 无关 ;以 此 类 推 。 以 上 释 加 原理 在 线 弹性 体系 结构 力学 中 具有 重要 的 应 用 
价值 。 

由 结构 力学 的 上 述 基本 假设 ,还 可 以 导出 线 弹性 体系 的 互 等 定理 ( 见 §$5 7) 等 重要 结论 。 

实际 工程 中 有 一 些 结构 体系 并 不 满足 线 弹性 体系 的 基本 假设 ,这 样 的 结构 体系 称 为 非 线 性 
体系 ,此 时 体系 的 受 力 分 析 称 为 非 线性 分 析 。 引起 结构 受 力 性 态 为 非 线 性 的 原因 可 归结 于 材料 
非 线性 和 几何 非 线 性 两 个 方面 。 

所 滑 材 料 非 线性 ,是 指 结构 材料 的 物理 性 质 是 非 线性 的 ,包括 非 线性 弹性 ,或 者 是 材料 已 进 


人 塑性 的 情况 。 例 如 ,图 1- 18 所 示 的 简 支 锅 梁 当 荷 载 较 大 时 跨 Fp 
PAE (ARG BB) 09 BO t A WHER BE IERI, SE EI AP J 
与 荷载 之 间 即 星 非 线性 关系 。 所 谓 几 何 非 线性 是 指 结构 的 变形 


或 位 移 较 大 ,乃至 必须 在 结构 变形 后 的 位 形 上 应 用 平衡 条 件 。 图 

1-19a 所 未 为 一 偏心 受 压 柱 , 在 竖 向 荷载 作用 下 ,车 柱 顶 的 侧 移 图 1-18 

A 相对 于 荷载 偏心 距 。 而 言 是 微小 的 , 则 可 以 近似 地 在 柱子 的 原始 位 形 上 应 用 平衡 条 件 , 即 认为 
ERGE MA = Fp*e; 但 车 柱子 的 侧 移 A 较 大 ,相对 于 偏心 距 e 而 言 不 能 忽略 时 , 则 必须 在 变形 
后 的 位 形 上 建立 平衡 条 件 , 即 有 M, = Fs(e+4)。 因 为 A 本 身 又 是 F, 的 函数 ,所 以 柱子 的 变 
形 和 内 为 都 将 是 非 线性 的 。 又 如 图 1 - 19b 所 示 的 体系 , 竖 向 荷载 作用 于 A 结 点 时 ,体系 在 虚线 
位 置 到 达 平衡 。 由 于 体系 的 位 移 较 大 ,在 计算 两 链 枉 的 内 力 时 ,必须 在 变形 后 的 虚线 位 置 上 建立 
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平衡 方程 。 因 为 体系 变形 后 的 位 置 本 身 与 荷载 有 关 , 所 以 杆 件 的 变形 和 内 力 与 荷载 之 间 亦 呈 非 
线性 关系 。 图 1 - 19c 所 示 为 一 曲 杆 受 竖 向 荷载 作用 , 曲 杆 的 支承 条 件 本 身 与 杆 件 的 变形 相关 ， 
这 种 边界 条 件 的 非 线 性 亦 可 归 人 见 何 非 线 性 的 范畴 。 实 际 上 ,无 论 变形 或 位 移 的 大 小 如 何 , 静 力 
平衡 总 是 在 结构 变形 后 的 位 形 上 实现 揭 : 只 是 当 结构 的 变形 或 位 移 很 小 时 ,忽略 变形 后 与 变形 前 
之 间 的 差异 不 至 于 导致 明显 的 分 析 误差 。 

对 于 非 线性 体系 , 解 的 惟一 性 定理 和 番 加 原理 不 再 成 立 。 例 如 ,图 1 - 202.b 所 示 体系 在 相 
同 荷载 下 可 有 工人 两 种 不 同 的 受 力 状态 。 当 荷载 变化 时 , 非 线性 体系 的 变形 和 内 力 一 般 不 与 荷 
载 按 同样 的 规律 变化 ,此 时 数 个 荃 载 共 同 作 用 的 结果 也 并 不 等 于 它们 单独 作用 产生 结果 的 释 加 。 


人) 


图 1-20 


对 于 大 部 分 实际 结构 来 说 ,在 正常 使 用 状态 下 材料 的 应 力 -应 变 关系 接近 (如 钢 结构 ) 或 近 
似 为 (如 混凝土 结构 ) 线 性 关系 ,而 且 结 构 的 变形 和 位 移 都 是 微小 的 。 此 时 ,上 述 线 弹性 体系 的 三 
条 基本 假设 均 成 立 , 于 是 可 以 应 用 解 的 惟一 性 定理 和 短 加 原理 。 本 书 前 十 章 将 主要 讨论 结构 的 
线性 分 析 问 题 。 


J # 


1-1 试 说 明 杆 系 结构 \ 板 壳 结 构 与 实体 结构 在 几何 特征 方面 的 主要 差别 。 

1-2 试 说 明 结 构 力 学 的 基本 任务 和 结构 力学 课程 学 习 中 应 注意 的 问题 。 

1-3 试 回答 :什么 是 结构 的 计算 简 图 ? 如 何 选择 结构 的 计算 简 图 ? 

1-4 试 说 明 移动 荷载 与 动力 荷载 之 间 的 区 别 与 可 能 存在 的 联系 。 

1-5 试 说 明 什 么 是 线 弹性 体 , 线 弹 性 体系 的 基本 受 力 特性 以 及 胡 克 定律 的 基本 含义 。 
1-6 试 说 明 材 料 非 线性 和 几何 非 线性 体系 的 基本 受 力 特性 。 
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§2-1 # 述 


若干 个 杆 件 以 某 种 方式 相互 联结 ,并 与 基础 相 联 , 则 构成 杆 件 体系 。 如 果 体系 的 所 有 杆 件 和 
联系 以 及 外 部 作用 均 处 在 局 一 平面 内 , 则 称 为 平面 体系 。 按 照 几何 学 的 原理 对 体系 发 生 运动 的 
可 能 性 进行 分 析 , 称 为 体系 的 几何 构造 分 析 。 

体系 几何 构造 分 析 的 主要 目的 是 确定 什么 样 的 体系 可 以 作为 结构 。 实 际 结构 在 承受 荷载 后 
都 不 可 避免 地 会 产生 内 力 与 变形 ,但 对 于 工程 结构 来 说 ,一 般 不 允许 其 相对 于 基础 存在 刚体 运动 
的 可 能 性 。 在 不 计 材料 变形 的 前 提 下 ,车 体 系 的 位 形 是 不 可 以 改变 的 , 则 称 为 几何 不 变 体系 ,或 
者 称 该 体系 的 几何 构造 是 稳定 的 ; 若 体系 的 位 形 是 豆 以 改变 的 , 则 称 为 几何 可 变 体系 ,或 者 称 该 
体系 的 几何 构造 是 不 稳定 的 。 图 2 - la 所 示 的 铵 结 三 角形 体系 是 一 种 最 基本 的 几何 不 变 体系 ; 
MRI 2- lb 所 未 的 匀 结 岂 边 形体 系 就 属于 几何 可 变 体系 。 对 于 几何 可 变 体系 ,任意 小 的 于 扰 力 
就 可 以 使 它 发 生 位 形 的 改变 ,图 2 — lb 中 虚线 表示 的 就 是 该 体系 可 能 发 生 的 位 形 改 变 。 


(a) (b) 


图 2-1 


一 般 结构 都 应 该 是 几何 不 变 体系 ,而 不 能 采用 几何 可 变 体系 。 几 何 构造 分 析 首 先是 为 了 检 
查 并 设法 保证 结构 的 几何 不 变 人 性。 此外, 它 对 于 指导 结构 的 受 力 分 析 来 说 也 常常 是 很 有 必要 的 。 
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判别 一 个 体系 是 否 为 几何 可 变 , 实 际 上 就 是 判别 该 体系 是 否 存在 刚体 运动 的 自由 度 。 本 章 
中 将 这 种 刚体 运动 的 自由 度 简称 为 体系 的 自由 度 。 所 谓 体系 的 自由 度 ,是 指 完全 确定 体系 位 置 
所 需要 的 独立 坐标 的 数目 。 这 里 所 说 的 独立 坐标 是 指 广义 坐标 。 它 可 以 是 直角 坐标 ,也 可 以 是 
其 他 任何 可 独立 变化 的 几何 参数 。 

在 理论 力学 中 已 经 知道 ,一 个 动 点 在 空间 有 3 个 自由 度 , 即 要 确定 空间 一 动 点 的 位 置 需要 3 
个 独立 坐标 ;一 个 刚体 在 空间 有 6 个 自由 度 , 即 要 确定 空间 一 刚体 的 位 置 需要 6 个 独立 坐标 。 在 
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平面 内 ,一 个 动 点 有 2 个 自由 度 ,例如 图 2 一 2a 中 用 z My 两 个 独立 坐标 就 可 以 完全 确定 平面 内 
一 动 点 A 的 位 置 。 图 2-2b 示 一 几何 形状 不 变 的 平面 体 ,简称 为 刚 片 。 先 用 ry 两 个 独立 坐 
慰 可 以 确定 该 刚 片上 一 点 的 位 置 ,然后 用 独立 坐标 ç 确定 刚 片 上 任意 直线 AB 的 倾角 ,这 样 就 完 
全 确定 了 刚 片 在 平面 内 的 位 置 。 所 以 ,一 个 刚 片 在 平面 内 有 3 个 自由 度 。 

平面 体系 并 非 自 由 系 ,各 部 分 之 间 以 及 杆 件 与 基础 之 间 总 存在 一 定 的 联系 。 这 种 联系 对 体 
系 各 部 分 之 间 的 位 置 关系 形成 几何 学 上 的 限制 。 这 种 对 非 自由 系 各 部 分 的 位 置 关系 记 施 加 的 几 
何 学 上 的 限制 称 为 几何 约束 ,以 下 简称 为 约束 。 


1 £ 


” 


体系 杆 件 之 间 以 及 杆 件 与 基础 之 间 的 联结 方式 常见 的 有 链 杆 联结 、 铵 联结 和 刚性 联结 等 。 
图 2~3a 所 示 AB 两 点 间 由 一 链 杆 联系 ,原先 A 、B 两 个 独立 动 点 有 4 个 自由 度 ,通过 链 杆 联 
结 后 成 为 AB 杆 在 平面 内 只 有 图 示 3 个 自由 度 ; 贸 2 - 3b RR I. IA hit BC 联结 ， 
原先 两 个 独立 刚 片 有 6 个 自由 度 ,通过 链 杆 联结 后 可 以 由 图 示 5 个 独立 坐标 z 、y、p .a p 确定 
其 位 置 ,自由 度 减 为 5 个 。 由 此 可 知 , 一 根 链 杆 相当 于 1 个 约束 ,可 以 减少 1 个 自由 度 。 


以 下 来 看 刚 片 之 间 用 铵 联结 的 情况 。 图 2 - 4a 所 示 两 个 刚 片 在 B 点 用 铵 联结 ,联结 之 前 两 
个 刚 片 共有 6 个 独立 自由 度 , 联 结 之 后 的 自由 度 减 为 图 示 的 4 个 。 由 此 可 知 , 一 个 铵 相当 于 2 个 
约束 ,可 以 减少 2 个 自由 度 。 图 2- 4b 所 示 为 三 个 刚 片 之 间 用 一 个 匀 联 结 的 情况 ,联结 之 后 的 自 
由 度数 为 5, 共 计 减 少 了 4 个 自由 度 。 一 般 称 联结 两 个 刚 片 的 铵 为 单 铵 ,联结 两 个 以 上 刚 片 的 铵 
AB Bo A 2 - 4b 所 示 复 铵 的 约束 作用 相当 于 两 个 单 镁 。 由 此 类 推 ,从 减少 自由 度 的 观点 来 看 ， 
联结 ”个 刚 片 的 复 接 可 以 当 作 — 1 SAREE RRD 2n 一 1) 个 自由 度 。 

图 2 ~ 5a 所 示 为 平面 内 两 个 刚 片 了 EA 点 刚性 联结 成 一 个 整体 。 由 于 刚性 联结 使 刚 片 
I. 卫 合成 为 一 个 刚 片 ,因此 一 个 刚 结 点 相当 于 3 个 约束, 可 以 减少 3 个 自由 度 。 由 此 类 推 ,联结 
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t 


n 个 刚 片 的 复 刚 结 点 可 以 当 作 ”- 工 个 上 述 的 单 刚 结 点 ,可 以 减少 3(m -1 个 自由 度 , 如 图 2 一 


5b 所 示 。 
@) 
A J 
+ 


应 当 注 意 的 是 ,并 非 所 有 的 约 东 都 能 减少 体系 的 自由 度 。 或 者 说 ,体系 中 约束 的 作用 可 能 相 
互 重 复 。 例 如 ,图 2-6 中 ,平面 内 一 动 点 4 诛 有 两 个 自由 度 。 车 用 两 根 不 共 线 的 链 杆 将 其 与 基 
础 相 联 , 则 A 点 被 完全 固定 , 笨 系 的 运动 自由 度 为 零 。 此 时 ,车 再 增加 一 根 链 杆 ,体系 的 实际 自 
由 度 仍 为 零 ,这 说 明 所 增加 链 杆 约束 的 作用 与 体系 中 已 有 约束 的 作用 是 重复 的 。 一 般 把 使 体系 
成 为 几何 不 变 而 必须 的 约束 , 称 为 必要 约束 ; ;把 必要 约束 之 外 的 约束 称 为 多 余 约 束 。 每 一 个 必要 
约 吕 都 使 体系 减少 一 个 自由 度 ; ;而 多 余 约束 的 存在 并 不 威 少 体系 的 自由 度 。 信 得- 值得 一 提 的 是 ,必要 
约束 与 多 余 约 束 经 常 是 相对 而 言 的 。 图 2 -6 所 示 体 系 中 AB AC 和 AD 三 根 链 杆 中 的 任意 两 
根 均 可 认为 是 必要 约束 ,剩余 的 一 根 则 为 多 余 约 束 。 

体系 的 自由 度数 就 等 于 其 各 组 成 部 分 互 不 联结 时 总 的 自由 度数 减 去 体系 中 的 必要 约束 数 。 
当 上 述 差 值 为 鹤 时 则 构成 几何 不 变 体系 。 这 就 是 说 ,体系 各 组 成 部 分 总 自由 度数 与 必要 约束 数 
之 差 为 零 , 是 体系 几何 不 变 的 充分 条 件 。 但 对 于 许多 复杂 体系 来 说 ,必要 约束 并 非 都 易 直观 判 
定 ,因此 就 需要 引入 有 关 计算 自由 度 的 概念 。 体系 的 计算 白 由 度 定义 为 :体系 各 组 成 部 分 总 的 自 
由 度数 减 去 体系 中 总 的 约束 数 ,可 记 为 妈 。 体 系 的 计算 自由 度 W 十 分 容易 算得 , 它 可 能 大 于 零 
也 可 能 等 于 或 小 于 零 。 当 所 有 约束 全 部 是 必要 约束 时 ,体系 的 自由 度 就 等 于 体系 的 计算 自由 度 ， 
当 体系 中 的 约束 包含 有 多 余 约 束 时 ,体系 的 自由 度 就 大 于 体系 的 计算 自由 度 。 由 此 可 见 , 几 何不 
变 的 必要 条 件 是 :体系 的 计算 自由 度 W0. # WW>0, 风 体系 一 定 是 几何 可 变 的 。 所 以 ,确定 
计算 自由 度 W 的 数 是 就 成 为 体系 几何 可 变性 判定 的 手段 之 一 。 
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A2-1 斌 求 图 2-7a 所 示 平 面体 系 的 计算 自由 度 。 


(a) 


ae? 


BUR RA Me = 2 FRR- KR = 3, 因 而 有 
W=2x3~-1X2-3=1 
说 明 该 体系 不 满足 儿 亿 不 变 的 必要 条 件 , 风 体 系 是 几何 可 变 的 。 图 2- 7b 所 示 为 体系 可 能 发 生 的 刚体 位 移 形 
态 。 
例 2-2 WRA 2 - 8a 所 示 平 面体 系 的 计算 自由 度 ,并 分 析 体 
系 的 几何 可 变性 。 @ 
解 Jrik--: 将 图 2- Sa MH RAM HAR, ERE ARH 8 
= 14, FFM = 20, 支 座 链 本数 = 3, 于 是 ,有 
W=14x3-20x2-3= -1 
说 明 该 体系 满足 几何 不 变 的 必要 条 件 。 
方法 二 :将 图 2- 8a 视 为 由 链 杆 联结 的 结 点 体系 。 此 时 体系 的 结 
点 数 =8, 非 支 座 链 杆 数 =14, 支 座 链 杆 数 =3, 于 是 ,有 
W=8x2-14-3= -1 
与 采用 方法 一 结果 相同 。 
但 是 ,计算 自由 度 W<<0 只 是 满足 了 几何 不 变 的 必要 条 件 。 图 2 
— Sa 所 示 体系 由 于 第 一 ,三 两 个 结 间 分 别 存 在 多 余 约束 ,而 第 二 结 间 
缺少 必要 约束 ,其 实际 自由 度 为 1, 体 系 可 以 发 生 如 图 2 - 8b 所 示 的 图 2-8 
刚体 位 移 。 因 此 ,该 体系 是 几何 可 变 的 。 


§2-3 平面 几何 不 变 体系 的 基本 组 成 规则 


为 了 构造 几何 不 变 体系 ,更 需要 研究 组 成 几何 不 变 体 系 的 充分 条 件 。 本 节 就 来 讨论 平面 几 
何不 变 体系 最 基本 的 两 刚 片 和 三 刚 片 组 成 规则 。 这 些 组 成 规则 中 所 要 求 的 约束 数 ,是 指 保 证 体 
系 几何 不 变 的 最 少 约束 数 。 


2-3-1 两 刚 片 组 成 规则 


两 个 刚 片 间 用 不 相交 于 一 点 也 不 相 平行 的 三 根 链 杆 相 联 ,其 内 部 是 几何 不 变 的 ,并 且 没有 多 
RAR, 

图 2 - 9a ERAI I h12 和 3 三根 链 杆 相 联 。 若 链 杆 3 不 存在 ,由 理论 力学 的 运动 学 
原理 可 知 , 链 杆 1 和 2 延长 线 的 交点 O 就 是 刚 片 、 开 之 间 发 生 相 对 运动 时 的 眠 时 中 心 。 这 样 ， 
AAR LRP ILI ET RAL. MARE 3 存在 时 ,只 要 它 不 通过 链 杆 1 
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FLY AD) ON 


) 
图 2- $ 


与 2 ERRAI rh U O px, WRA 1 、 了 之 间 就 不 可 能 再 发 生 相 对 运动 , 即 成 为 内 部 几何 不 
变 体系 。 图 2 - 9b.c 所 示 体 系 与 图 2- 9a 体系 的 实质 是 相同 的 , 均 为 没有 多 余 约 束 的 内 部 几何 
不 变 体系 。 图 2 - 9c 中 联结 刚 片 I 、 开 的 实 匀 相 当 于 两 个 约束 ,可 以 理解 为 是 由 图 2 - 9b 中 链 杆 
1 和 2 构成 的 ,而 更 2 — 9a 中 链 杆 1 和 2 的 作用 是 使 刚 片 T .正之 间 只 能 发 生 绕 朋 时 中 心 O 作 相 
对 转动 ,因此 在 进行 体系 的 几何 构造 分 析 时 ,其 作用 与 实 铵 是 等 效 的 , 即 相 当 于 刚 片 IT E O 
点 由 接 联结。 这 种 由 链 杆 延长 线 交点 形成 的 匀 联 结 一 般 称 为 虚 匀 。 

根据 上 述 分 析 ,两 刚 片 组 成 规则 又 可 表述 为 :两 个 刚 片 间 用 一 个 匀 ( 实 铵 或 虚 铵 ) 和 一 根 不 通 
TLR BRIN ET AUR, 其 内 部 是 几何 不 变 的 ,并 且 没 有 多 余 约束 。 

如 果 联 结 两 个 刚 片 的 三 根 链 杆 交 于 同一 点 , 则 所 构成 的 体系 是 几何 可 变 的 。 图 2 - 10a 所 示 
体系 中 联结 刚 片 1、 开 的 三 根 链 杆 汇 交 于 实 匀 O ,此 时 刚 片 工 可 以 绕 O 点 任意 转动 。 一 般 将 这 
种 位 形 可 以 发 生 有 限量 变化 的 几何 可 变 体 系 称 为 常 变 体系 。 图 2 - 10b 所 示 体 系 中 三 根 链 杆 延 
长 线 的 交点 O 形成 了 刚 片 工 .下 之 则 发 生 相 对 运动 时 的 瞬时 中 心 。 但 当 刚 片 工 绕 O BRE 
时 微量 转动 后 ,三根 链 杆 便 不 再 交 于 一 点 ,体系 的 位 形 不 能 继续 变化 。 一 般 将 这 种 位 形 仅 可 发 生 
甩 时 微量 变化 的 几何 可 变 体系 称 为 瞬 变 体系 。 这 里 ,微量 变化 是 指 体系 的 位 移 值 相对 于 体系 本 
身 的 几何 尺寸 来 说 属 无 限 小 量 ;而 有 限量 变化 是 指 体系 的 位 移 值 与 体系 本 身 的 几何 尺寸 薄 者 在 
数学 士 属 同一 最 级 。 


图 2-10 


如 果 联结 两 个 刚 片 的 三 根 链 杆 相互 平行 , 则 所 构成 的 体系 也 是 几何 可 变 的 。 赂 2 - lla 所 示 
体系 中 联结 刚 片 了 、 卫 的 三 根 链 杆 长 度 相 等 , 刚 片 I 可 以 发 生 有 限量 移动 ,因此 是 常 变 体系 ;图 2 
~11b 中 三 根 链 杆 的 长 度 不 相同 , 当 刚 片 工 发 生 微量 移 动 后 ,三 根 链 杆 便 不 再 扎 相 平行 ,体系 的 
位 形 就 不 能 继续 变化 。 因 此 ,图 2 -11b PARMAR, 


2-3-2 三 出 片 组 成 规则 


三 个 出 片 用 不 在 一 直线 上 的 三 个 冬 两 两 相 联 ,其 内 部 是 几何 不 变 的 ,并 且 没有 多 余 约束 。 
只 要 将 图 2- 9 中 的 链 杆 3 看 作 刚 片 ,就 可 以 由 两 刚 片 组 成 规则 得 到 三 刚 片 组 成 规则 。 联 结 
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图 2-11 


图 2-12 


如 果 联 结 三 个 刚 片 的 三 个 铵 位 于 一 直线 上 ,如 图 2 — 13 所 示 , 则 所 构成 的 体系 是 几何 瞬 变 
的 。 因 为 匀 A 位 于 分 别 以 B 和 C 为 圆心 , BA 和 CA 为 半径 所 作 
圆 弧 的 切 点 上 ,A 点 在 上 述 两 个 贺 弧 公 切 线 方向 上 存在 运动 自由 
度 。 但 当 4 点 沿 公 切线 方向 发 生 微量 位 移 后 ,A、B 和 CC HTB 
就 不 再 位 于 一 条 直线 上 ,体系 的 位 形 不 能 继续 变化 ,故此 为 瞬 变 
体系 。 

由 图 2- 13 根据 微 积分 原理 不 难看 出 , 钥 变 体系 的 位 形 发 生 
微量 变化 时 ,其 构件 长 度 的 改变 属 高 一 级 的 微量 ,或 者 说 其 构件 
长 度 的 改变 与 微量 位 移 之 间 的 比值 为 零 。 这 样 ,就 可 以 认为 在 体系 发 生 位 形 微量 变化 时 构件 并 
无 应 变 发 生 

实际 上 ,两 刚 片 和 三 刚 片 组 成 规则 都 是 基于 同一 简单 的 事实 , 即 边 长 给 定 的 三 角形 的 几何 形 
状 是 惟一 确定 的 。 从 这 个 意义 上 说 ,平面 几何 不 变 体系 的 基本 组 成 规则 可 统称 为 三 角形 规则 。 

以 下 来 讨论 三 刚 片 联结 的 特殊 情况 。 如 果 两 个 刚 片 之 间 是 通过 平行 链 杆 联结 , 则 其 形成 的 
虚 匀 将 在 无 穷 远 处 。 图 2 - 14a,b 和 “分 别 表示 三 个 刚 片 之 间 的 联系 中 包括 一 对 两 对 和 三 对 平 
行 链 杆 的 情况 。 著 将 图 2 - 14a 中 的 刚 片 亚 看 作 链 杆 ,体系 就 转化 为 两 个 刚 片 由 三 根 链 杆 联结 的 


图 2 13 
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情况 ,根据 两 出 片 组 成 规则 可 以 推 得 :三 个 刚 片 用 两 个 铵 和 一 对 平行 链 杆 两 两 相 联 , 若 两 匀 的 连 
线 不 与 平行 链 杆 同方 向 ,其 内 部 是 几何 不 变 的 ,并 且 没 有 多 余 约 东 ,否则 就 是 几何 可 变 的 。 

对 于 图 2- 14b 所 示 体 系 ,两 组 平行 链 村 所 形成 的 虚 铵 均 在 无 穷 远 处 。 根 据 几何 学 原理 , 当 
两 组 平行 线 方向 不 同时 ,它们 形成 的 两 个 交点 在 不 同 的 无 穷 远 点 ; 当 两 组 平行 线 方向 相同 时 , 它 
们 形成 的 交点 在 同一 无 穷 远 点 。 于 是 可 以 推 得 :三 个 刚 片 用 一 个 镁 和 两 对 平行 链 杆 两 两 相 联 ,车 
两 对 平行 链 杆 方向 不 同 ,其 内 部 是 几何 不 变 的 ,并 且 没 有 多 余 约 束 ,否则 就 是 几何 可 变 的 。 

图 2 -14c 中 三 个 刚 片 由 三 对 平行 链 杆 两 两 相 联 ,三 组 平行 链 杆 所 形成 的 三 个 虚 贸 均 在 无 穷 
远 处 。 根 据 射影 几何 学 原理 ,平面 上 各 无 穷 远 点 都 在 同一 直线 上 ,这 就 是 说 上 述 三 个 虚 饺 位 于 一 
条 直线 上 。 于 是 可 以 推 得 :三 个 刚 片 用 三 对 平行 链 杆 两 两 相 联 ,其 内 部 是 几何 可 变 的 。 

上 述 三 列 片 联结 的 三 种 特殊 情况 中 , 当 体 系 内 部 为 几何 可 变 时 ,仍然 可 以 根据 位 形变 化 是 微 
量 还 是 有 限量 的 原则 来 判定 体系 是 属于 瞬 变 还 是 常 变 。 


2-3-3 基本 组 成 规则 的 应 用 技巧 


在 进行 体系 的 几何 构造 分 析 时 ,可 以 根据 需要 在 不 改变 体系 岂 何 构造 特征 的 前 提 下 减少 或 
增加 部 件 ,从 而 使 问题 得 以 简化 。 

一 元 体 :一 个 刚 片 与 一 个 体系 之 间 只 用 三 根 不 相交 于 一 点 也 不 相 平 行 的 链 杆 联结 , 则 该 出 片 
称 为 一 元 体 ,在 作 体系 的 几何 构造 分 析 时 ,减少 或 增加 一 元 体 不 改变 体系 的 几何 构造 特征 。 例 
如 ,在 分 析 图 2 -15 所 示 顶 架 体系 的 几何 构造 时 ,可 以 将 地 基 一 元 体 去 除 而 只 分 析 术 架 本 身 的 见 
何 构造 。 若 枯 架 本 身 是 内 部 几何 不 变 的 , 则 它 与 基础 之 间 通 过 图 示 三 根 支 杆 联 系 后 必定 形成 几 
何不 变 体系 。 应 用 一 元 体 技巧 时 应 该 注意 , 若 上 述 刚 片 与 体系 间 联 系 的 链 杆 数目 不 是 3 根 , 则 相 
应 的 结论 和 做 法 就 不 能 成 立 。 

二 元 体 :两 个 刚 片 与 一 个 体系 间 只 用 三 个 不 在 一 直线 上 的 饺 两 两 相 联 , 则 两 个 刚 片 称 为 二 元 
体 ,在 作 体 系 的 几何 构造 分 析 时 ,减少 或 增加 二 元 体 不 改变 体系 的 几何 构造 特征 。 例 如 ,图 2 - 
15 桥架 在 去 除了 一 元 体 之 后 ,可 进一步 由 左 向 右 逐 对 去 除 二 元 体 ,最 后 剩 下 右 端 阴影 部 所 表示 
的 铵 结 三 角形 为 没有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 ,由 此 可 推 知 原 体系 是 几何 不 变 ,并 且 没有 多 余 约 
束 。 反 过 来 也 可 以 从 右 端 三 角形 逐 对 增加 二 元 体形 成 杭 架 ,最 后 再 增加 地 基 一 元 体 ,可 得 到 同样 
的 结论 。 


图 2-15 图 2-16 


链 杆 与 刚 片 之 间 的 代 换 也 是 体系 几何 构造 分 析 时 的 常用 技巧 。 链 杆 是 刚 片 的 一 种 特殊 形 
式 ,根据 分 析 的 需要 ,任何 链 杆 都 可 以 看 作 刚 片 ,甚至 包括 支 座 链 杆 在 内 。 但 是 ,将 刚 片 看 作 链 杆 
却 是 有 条 件 的 。 如 果 一 个 刚 片 仅 通过 两 个 铵 (包括 虚 铵 ) 对 外 联系 ,在 分 析 需 要 时 该 刚 片 可 以 看 
作 通 过 这 两 个 匀 的 链 杆 ,因为 此 时 它 在 体系 中 发 挥 的 作用 与 链 杆 相 同 , 即 仅 使 上 述 两 个 匀 之 间 的 
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距离 保持 不 变 ;如 果 一 个 刚 片 是 通过 3 AR 3 4-1 E R BRER , R 3 H Ë SR, TL 
将 该 刚 片 看 八 联 结 这 些 铵 的 内 部 几何 不 变 ,并 且 无 多 余 约 束 的 链 杆 体系 ( 见 例 2 一 7)。 

此 外 ,需要 注意 的 是 , 若 一 个 刚 片 内 部 具有 多 余 约 束 ,在 对 体系 的 几何 可 变性 进行 分 析 时 可 
以 看 作 一 般 刚 片 ,但 在 求 体系 的 计算 自由 度 或 是 多 余 约 束 数量 时 应 计 和 上述 多 余 约束 。 例 如 ,图 
2-16 所 示 封 闭 刚 结 框架 体系 是 具有 3 个 内 部 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 


§2-4 平面 体系 几何 构造 分 析 举例 


利用 上 一 节 所 述 的 两 刚 片 和 三 刚 片 组 成 规则 应 用 技巧 以 及 平面 体系 几何 不 变 的 必要 条 件 ， 
能 够 解决 一 般 工程 上 常见 的 平面 杆 件 体系 的 几何 构造 分 析 问 题 。 具 体 分 析 时 可 将 易 直观 判定 为 
内 部 几何 不 变 的 部 分 当 作 刚 片 ,并 应 注意 检查 刚 片 之 间 的 联系 数目 是 否 符合 两 刚 片 或 三 刚 片 的 
组 成 规则 。 

2-3 试 分 析 图 2- 17a 所 示 体系 的 几何 构造 。 


图 2-17 


解 ”去除 作为 一 元 片 的 基 融 并 划分 三 网 片 如 图 2 一 17b, 刚 片 卫 、I、 重 由 不 在 一 直线 上 的 三 个 饺 ( 工 , 下 )、 
(于 ,下 ).(I,H ) 两 两 相 联 ,符合 几何 不 变 的 组 成 规则 。 所 以 ,体系 几何 不 变 , 并 且 无 多 余 约 束 。 

例 2~4 试 分 析 图 2- 18a PAR ML. 

解 扩大 基础 至 饮 D 如 图 2-18b 所 示 , 刚 片 工 .了 由 不 相交 于 一 点 也 不 平行 的 三 根 链 杆 相 联 ,符合 几何 不 
变 的 组 成 规则 。 所 以 ,体系 几何 不 变 ,并 且 无 多 余 约束 。 


O) 


图 2-18 


@ 2-5 试 分析 图 2-19a 所 永 体系 的 几何 构造 。 

E ” 先 去 除 一 元 体 FC( 或 视 为 由 FC AC 处 支 村 所 构成 的 二 元 体 ), 再 将 刚 片 GH 和 基础 刚 片 均 用 链 杆 代 
替 , 如 图 2~19b 所 示 。 刚 片 工 . 正 由 相互 平行 但 不 等 长 的 三 根 链 杆 相 联 ,所 以 体系 是 瞬 变 的 。 

本 例 也 可 按 图 2- 19c 按 三 刚 片 联结 的 特殊 情况 进行 分 析 。 图 中 刚 片 T mee CO. ) 和 一 
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Jaw 


图 2-19 


SF AT BEHT PS, PS EER ET FURR AR EH. 
例 2-6 试 分 析 图 2-200 所 示 体系 的 几何 构造 。 


(a) 4 D B (b) 


(c) 


RM ”本 例 若 按 图 2 - 20b HAMMAM MWA SEANA | 2 3 Rf — EX EBE H KE, 
另 一 个 为 交接 联系 ,不 能 直接 套用 三 刚 片 规则 。 若 采用 图 2 - 20d 所 示 的 刚 片 划分 ,此 时 刚 片 工 . 开 之 间 通 过 链 


§2-5 KRMLANBSR EE 21 


杆 ED 和 CF AR KEKE REEL M) MHI MZEE AD AB RRR ERT, 
1): AH ZA AE ffl C EHAR EREM )。 可 见 , 测 片 I .了 . 亚 是 由 不 在 一 直线 上 
34 (TCI. C1. ) 两 两 根 联 , 所 以 体系 是 元 何不 变 的 ,并 且 无 多 余 约束 。 

例 2-7 RARE 2-21a 所 示 体 系 的 几何 构造 。 

解 ”该 体系 组 成 较为 复杂 , 刚 片 取得 不 当 就 无 法 纳 人 两 刚 片 或 三 刚 片 规则 。 

首先 考察 中 间 部 分 ,由 两 个 弧 形 刚 片 和 一 根 链 杆 构 成 内 部 几何 不 变 体 。 该 儿 何不 变 部 分 通过 3 4 2 34 PER 
系 ,因而 可 以 用 一 个 铵 接 三 角形 体系 等 效 鞭 代 ;再 将 基础 用 链 杆 等 效 兰 代 ,如 图 2 一 21b 所 示 。 

在 以 上 体系 等 效 变 换 的 基础 上 画册 刚 片 (图 2- 21b) BE I MAL ) 和 ( 开 , 蚜 ) 
联结 , 刚 片 工 .了 通过 一 对 平行 链 杆 联结 。 因 为 两 虚 铵 的 连 线 平 行 于 上 述 平 行 链 杆 ,所 以 体系 是 瞬 变 的 。 


S| s 
sss s 


H DA E AS OAA Ah OFT PT A f FEAR ay Be SE E TI E HEK F E R E. 00 JU AR AS Sy A Ak 
础 刚 片 的 范围 ,而 对 于 单 链 杆 支 座 就 不 能 划 入 基础 刚 片 ;在 确定 刚 片 时 ,应 考虑 到 两 两 之 间 应 有 
足够 的 直接 联系 ;在 分 析 过 程 中 , 链 杆 与 刚 片 之 间 常 可 按 解 题 需 要 相互 替换 ,对 于 有 些 体系 ,可 以 
从 不 同 的 角度 或 采用 不 同 的 刚 片 分 析 其 几何 构造 ,所 得 的 结论 是 相同 的 。 ' 

最 后 值得 一 提 的 是 ,两 刚 片 和 三 刚 片 组 成 规则 是 几何 不 变 体系 最 基本 也 是 最 常用 的 组 成 规 
则 ,但 有 一 些 体系 的 几何 构造 比较 复杂 ,不 能 按 上 述 规则 进行 分 析 。 有 关 这 类 体系 的 几何 构造 分 
析 可 采用 $3 — 7 中 的 零 载 法 ,或 是 将 问题 转化 为 一 组 齐 次 线性 代数 方程 ,然后 根据 方程 组 解 的 
性 质 得 出 有 关 体 系 几何 构造 方面 的 结论 。 有 关 空间 几何 不 变 体系 的 构造 要 求 可 见 $3 -6。 


§2-5 体系 的 几何 构造 与 静 定 性 


所 谓 体系 的 静 定性 ,是 指 体系 在 任意 荷载 作用 下 的 全 部 反 力 和 内 力 是 否 可 以 根据 静 力 平衡 
条 件 确定 。 体 系 的 静 定性 与 几何 构造 之 间 有 着 必然 的 联系 ,以 下 就 此 分 别 进行 讨论 。 

图 2- 22a.b.c 所 示 体 系 分 别 为 几何 不 变 无 多 余 约 束 、 儿 何不 变 有 多 余 约 束 和 几何 常 变 的 。 
由 理论 力学 可 知 ,在 任意 荷载 Fr 作用 下 ,处 于 平衡 状态 的 任 一 平面 体 在 其 平面 内 可 建立 三 个 独 
立 的 静 力 平衡 方程 ,这 三 个 方程 可 一 般 地 表达 为 2F. =0, UF, =0 MXIM=0. 

图 2~22a 所 示 体 系 是 几何 不 变 的 ,而 且 三 根 支 杆 均 为 必要 约束 ,其 约束 反 力 可 以 由 上 述 三 
个 静 力 平衡 方程 联 立 求解 确定 。 于 是 ,体系 的 内 力也 就 可 以 确定 。 所 以 ,无 多 余 约 东 的 几何 不 变 
体系 是 静 定 的 ,可 称 为 静 定 结构 。 

图 2~22b 所 示 体 系 是 几何 不 变 的 ,但 四 根 支 杆 中 有 一 根 (任意 一 根 ) 为 多 余 约 束 。 由 于 约束 
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图 2-22 


反 力 的 个 数 多 于 静 力 平衡 方程 的 个 数 ,因而 不 能 求 得 确定 的 解 。 实 际 上 ,只 要 任意 设 定 某 一 支 杆 
的 约束 反 力 后 ,就 可 以 根据 三 个 静 力 平衡 方程 求 得 其 余 三 根 支 杆 的 约束 反 力 。 这 说 明 该 体系 满 
足 平衡 条 件 的 反 力 和 内 力 有 无 穷 多 组 ,或 者 说 是 不 确定 的 。 所 以 ,有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 是 
削 不 定 的 ,可 称 为 静 不 定 结构 或 超 静 定 结构 。 以 后 将 介绍 , 超 静 定 结构 的 反 力 和 内 力 必须 结合 体 
系 的 变形 条 件 才 能 确定 。 

图 2- 22c 所 示 体 系 只 有 两 根 支 杆 , 因 为 缺少 一 个 必要 约束 所 以 是 几何 常 变 的 。 这 样 ,未 知 
约束 反 力 的 个 数 就 少 于 静 力 平衡 方程 的 个 数 。 除 特殊 情况 外 ,要 求 两 个 未 知 约束 反 力 同时 满足 
三 个 静 力 平衡 方程 一 般 来 说 是 不 可 能 的 。 如 图 中 荷载 Fe 未 通过 两 支 杆 延长 线 的 交点 O ,体系 
就 不 可 能 达到 平衡 。 可 见 , 几 何 常 变 体系 一 般 无 静 力学 解答 ,也 不 可 能 在 任意 荷载 作用 下 达到 平 
衡 , 所 以 不 能 用 作 结构 。 

现 再 来 分 析 图 2 ~ 23a 所 示 的 肯 变 体系 。 由 于 荷载 有 竖 向 分 力 ,体系 在 其 原始 的 水 平 位 置 上 
不 可 能 达到 平衡 。 或 者 说 ,此 时 体系 中 杆 件 的 轴 力 将 趋向 于 无 穷 大 。 实 际 的 杆 件 是 可 以 变形 的 ， 
这 样 体系 可 发 生 如 图 2 - 23b 所 示 的 有 限 位 形变 化 。 但 此 时 体系 中 杆 件 的 轴 力 非常 大 ,可 能 导致 
杆 件 的 破坏 。 所 以 , 瞬 变 体系 也 不 能 用 作 结构 , 而 且 结构 设计 中 应 避免 采用 接近 朋 变 的 几何 构 
造 ,以 防止 个 别 杆 件 的 内 力 过 大 。 


2-1 试 说 明 体系 的 必要 约束 与 多 余 约 束 .自由 度 与 计算 自由 度 之 同 的 区 别 ,并 说 明 在 体系 的 几何 构造 分 
析 中 为 何 引入 计算 自由 度 的 概念 。 
2-2 试 求 图 示 体 系 的 计算 自由 度 ,并 分 析 体系 的 几何 构造 。 


2-3 试 分 析 图 示 体 系 的 几何 构造 。 


(a) (b) p4 


2-38 
2-4 试 分 析 图 示 体系 的 几何 构造 。 
(a) (b) 
(e) (d) 
(e) wo 


(> j 


题 2-4 图 
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2-5 试 从 两 种 不 同 的 角度 分 析 图 示 体系 的 几何 构造 。 


(@) O 


{大 处 非 结 点 ) 
题 2-5 图 
2-6 试 说 明 何 为 体系 的 静 定 性 ,以 及 体系 的 静 定 性 与 几何 构造 之 间 的 关系 。 
2-7 试 说 明 瞬 变 体系 的 受 力 特点 。 为 什么 几何 构造 接近 于 嚼 变 的 几何 不 变 体系 一 般 不 宜 作为 结构 ? 
2-8 试 分 析 图 示 体系 的 几何 构造 。 


®) k @) 


(° (a) 
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§3-1 概 8 


BEAMNHRRES OPER AR HR ASA RRR SF MMA, RAH 
结合 工程 中 常见 的 结构 形式 ,讨论 静 定 结构 的 受 力 分 析 问 题 。 

前 已 述 及 ,从 几何 构造 特征 上 讲 , 静 定 结构 是 没有 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 由 此 也 决定 了 
静 定 结构 的 基本 静 力 特性 :在 任意 荷载 作用 下 , 静 定 结构 的 全 部 反 力 和 内 力 都 可 以 根据 静 力 平衡 
条 件 求 得 ,而且 满 足 静 力 平衡 条 件 的 解答 是 惟一 的 。 

所 谓 静 力 平衡 条 件 ,在 平面 直角 坐标 系 中 就 是 沿 + 、y 轴 方 向 力 的 平衡 条 件 和 在 Oxy 平面 内 
的 力矩 平衡 条 件 ,表达 为 方程 的 形式 为 ; UF, =0,0F, =0 和 之 M=0。 对 于 空间 结构 , 静 力 平 
衡 条 件 就 是 沿 三 个 坐标 轴 方向 力 的 平衡 条 件 和 绕 三 个 坐标 轴 的 力 答 平 衡 条 件 , 表 达 为 方程 的 形 
式 为 :之 P =0, UF, =0,0F, =0, EM, =0, EM, =0 各 M,=0。 求 解 静 定 结构 时 ,可 以 按 
解 旭 需要 对 结构 整体 建立 平衡 方程 ,也 可 以 对 结构 的 任 一 局 部 甚至 某 一 个 结 点 建立 平衡 方程 , 称 
为 隔离 体 平衡 方程 。 若 对 静 定 结构 的 每 一 个 构件 和 结 点 均 列 出 上 述 平衡 方程 ,然后 联 立 求解 , 昌 
然 一 定 可 以 得 到 解答 ,但 计算 工作 往往 十 分 繁琐 ;若是 言 目 地 列 出 部 分 构件 的 平衡 方程 ,又 常常 
会 发 生 未 知 量 数目 多 于 方程 数目 ,或 是 因 所 列 出 的 方程 线性 相关 而 不 足以 求解 全 部 炒 知 力 的 情 
况 。 因 此 ,如何 导 找 问题 求解 的 突破 口 ,尽量 使 一 个 平衡 方程 中 只 含有 一 个 未 知 力 ,或 者 使 联 立 
方程 的 数 自尽 可 能 地 减少 ,就 成 为 静 定 结构 受 力 分 析 中 的 关键 问题 。 

在 静 定 结构 受 力 分 析 中 应 充分 注意 结构 以 及 荷载 方面 的 基本 特点 ,并 充分 地 利用 这 种 特性 。 
结构 的 基本 特点 包括 几何 构造 、 构 件 和 其 联结 的 形式 以 及 支 座 类 别 等 方面 ,还 包括 是 否 为 对 称 结 
构 等 ;荷载 的 基本 特点 包括 荷载 的 类 型 ,作用 位 置 和 方向 ,是 否 具 有 对 称 或 反对 称 性 质 ,以 及 是 否 
在 几何 不 变 部 分 上 形成 自 平衡 力 系 等 。 

一 般 地 说 ,几何 构造 形式 简单 的 静 定 结构 比较 容易 求解 。 例 如 ,图 3-1 所 示 的 静 定 术 架 ,在 
求 得 文 座 反 力 后 就 可 以 按照 几何 构造 分 析 中 去 除 二 元 体 的 硕 序 逐 E F ç 
个 求 得 杆 件 的 内 力 ; 也 可 以 从 刚 片 联结 的 角度 来 看 其 几何 构成 ,来 
用 恰当 的 截面 由 及 离 体 平衡 条 件 求解 杆 件 内 力 。 图 3 - 2a BUR = 44, 


饼 刚 架 的 几何 构成 符合 三 出 片 组 成 规则 ,求解 时 可 如 图 3 - 2b 所 ho dr 
示 , 解 除 其 中 的 任 一 蚀 并 代 以 相应 的 两 个 未 知 力 ,然后 按 BC 部 分 
TBI k y Bx C 和 匀 A 取 矩 等 于 零 的 平衡 条 件 , 建 立 平衡 图 3-1 


方程 并 求 得 上 述 未 知 力 ,余下 的 问题 就 可 以 迎刃而解 。 
有 有些 静 定 结构 的 几何 构造 可 区 分 为 基本 部 分 和 附属 部 分 。 所 谓 基本 部 分 是 指 其 自身 已 形成 
几何 不 变 体系 ,或 者 可 以 独立 承受 预定 荷载 的 部 分 ;而 附属 部 分 是 指 需 要 依 启 基本 部 分 的 支承 才 
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(a) s 


图 3-2 


能 维持 其 几何 不 变性 的 部 分 。 例 如 ,图 3 一 3a RRR ER, R AC 为 基本 部 分 ,而 梁 
CD 则 为 附属 部 分 ,两 者 之 间 的 关系 可 以 用 图 3 ~ 3b 所 示 的 层 奏 图 表达 。 从 几何 构造 方面 的 特 
点 不 难 分 析 , 作 用 于 静 定 结构 基本 部 分 上 的 荷载 不 会 传 至 附属 部 分 , 它 仅 使 基本 部 分 产生 内 力 ; 
而 作用 于 附属 部 分 上 的 荷载 将 传 至 基本 部 分 ,使 附属 部 分 和 基本 部 分 均 产生 内 力 。 由 此 可 知 , 在 
进行 此 类 静 定 结构 的 受 力 分 析 时 ,应 该 首先 分 析 附属 部 分 ,然后 再 向 基本 部 分 推进 。 于 是 ,可 画 
BE 3 ~ 3c 所 示 的 隔离 体 图 ,首先 通过 CD 段 的 平衡 条 件 求 得 两 部 分 之 问 的 相互 作用 力 Fot 
后 再 进行 AC BKZH. WR BE 5G PIE AR A I 3- 3d 所 示 。 


SERB E Se A PF EEA HE LET Th o 二 力 杆 也 称 为 柏 架 式 标 件 ,是 指 直 杆 通 

过 端 部 的 两 个 铵 对 外 联系 ， 杆 件 仅 承受 轴 向 力 的 作用 ， EBI URA MERFI,- 一 般 同时 承受 
NW 8 TEA. TER ee A Bt, 应 充分 注意 不 同类 型 杆 件 的 受 力 特点 ， 还 应 注意 
杆 件 之 间 的 联结 方式 以 及 结构 支 座 的 形式 ,利用 其 各 自 所 对 应 的 静 力 特征 。 例 如 ,在 分 析 图 3 — 
da 所 示 的 静 定 结构 时 ,为 了 尽 可 能 地 减少 联 立 平衡 方程 的 数目 ,应 先 寻 找 求解 的 突破 口 。 该 结 
WEE A.B C 的 竖 向 反 力 并 不 能 由 整体 平衡 条 件 完全 确定 。 若 如 图 3 - 4b KRI F 的 
竖 向 力 平衡 方程 并 不 能 求 得 AF 杆 的 轴 力 ,这 是 因为 FG 杆 是 受 弯 杆 件 ,有 未 知 的 杆 端 前 力 For: 
但 着 如 图 3 - 4c 以 匀 A 为 突破 口 ,由 于 支 座 水 平 链 杆 中 的 反 力 明显 地 就 等 于 F, ALA 

人 4 水 平方 向 力 的 平衡 方程 就 可 以 解 出 AF 杆 轴 力 Fwr 的 水 平分 力 , 并 进而 可 根据 比例 关系 求 出 
杆 件 轴 力 Fwwr。 余 下 的 问题 是 可 以 迎刃而解 的 。 例 如 , 列 出 隔离 体 FGDC xJ D 点 的 力矩 平衡 
方程 , 即 可 进一步 解 出 EF 村 的 办 力 等 。 图 3 - 4d 是 该 结构 的 几何 构造 分 析 图 。 从 中 可 以 看 出 ， 
MEI 、 开 、 轩 通过 两 个 唐 饼 (了 , 卫 )、( 工 , 迟 ) 和 一 对 平行 链 杆 (AE H.E B 支 座 链 杆 ) 两 两 联结 ， 
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AG.) 
Ay 


合 三 刚 片 的 组 成 规则 。 可 见 , 图 3 一 4a 所 示 的 结构 与 图 3 - 2a HER AY = RR JLT 8 E 
具有 相同 的 实质 ,因此 也 就 可 以 利用 三 刚 片 问题 的 通用 分 析 方法 进行 求解 。 具 体 做 法 是 ;切断 上 
REP AT EF SP UU a RI I a BET , DAR TR A A ae BCT , REF 
BOAT EB RLRE IER AE 杆 的 轴 力 和 8B 支 座 的 竖 向 反 力 ,结构 其 余 杆 件 的 内 力 便 可 以 迎 
TA HEF o 

求解 静 定 结构 时 TT A AB SA E STE aN DRT ES ER 
内 力 或 是 杆 件 的 某 项 内 力 为 零 , 从 而 简化 结构 的 受 力 分 析 过 程 。 例 如 ,图 3 - 4a 所 示 结 构 , 若 无 
水 平 荷 载 作 用 , 即 可 判定 A 支 座 水 平 链 杆 中 的 反 力 为 零 ;并 可 进一步 判定 AF 杆 的 内 力 为 零 ; 同 
时 还 能 判定 CD 杆 无 膏 矩 和 剪 力 存 在 等 。 若 结构 对 称 , 分 析 时 还 应 充分 利用 其 在 对 称 荷载 或 反 
对 称 荷载 作用 下 , 杆 件 内 力 的 对 称 性 或 反对 称 性 。 例 如 ,着 图 3 - 1 所 示 为 对 称 术 架 , 则 可 判定 在 
图 示 对 称 荷载 的 作用 下 ,FB 和 FC 杆 的 轴 力 为 零 ,因为 析 架 杆 件 内 力 的 对 称 性 要 求 上 述 两 杆 中 
的 轴 力 相等 ,车 轴 力 不 等 于 零 则 镑 下 在 竖 直 方向 上 就 无 法 平衡 ;车 将 作用 于 匀 C 的 荷载 反 向 ,使 
荷载 成 为 反对 称 的 , 则 可 判定 检 架 BC 杆 的 轴 向 力 为 零 , 因 为 位 于 对 称 轴 上 杆 件 的 轴 向 力 属于 对 
称 内 力 , 在 反对 称 荷载 作用 下 不 会 发 生 对 称 的 内 力 。 

蓄 定 结构 的 受 力 分 析 要 求 熟 练 地 运用 理论 力学 和 材料 力学 的 基本 概念 ,基本 理论 与 基本 方 
法 。 例 如 ,隔离 体 方法 , 杆 件 上 的 荷载 与 杆 件 内 力 之 间 的 微分 关系 ,以 及 用 谷 加 法 绘制 杆 件 的 弯 
矩 图 等 。 如 在 求解 图 3 — 3a 所 示 的 两 跨 静 定 梁 时 ,也 可 以 直接 利用 材料 力学 中 的 基本 原理 进行 
分 析 。 首 先 作 出 附属 部 分 简 支 梁 CD 的 弯 矩 图 ;再 根据 BC ERBY J Fee, Be PH EY BL 
律 将 上 述 弯 矩 图 直线 延伸 至 支 座 B 处 ,如 图 3 - 3d 所 示 ; 最 后 ,再 以 图 中 虚线 为 基线 释 加 简 支 梁 
EMH BREA OS EEE ETERS RPEN AA. 

以 上 介绍 了 静 定 结构 的 基本 静 力 特性 及 其 受 力 分 析 方 面 的 总 体 概念 。 只 有 充分 地 掌握 总 体 
概念 ,才能 有 效 地 指导 对 具体 问题 的 分 析 与 求解 ; 反 过 来 ,也 只 有 通过 解决 各 类 具体 问题 的 实践 
过 程 ,才能 形成 对 总 体 概念 的 深刻 理解 和 运用 能 力 。 
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静 定 梁 和 静 定 平面 刚 架 在 工程 中 有 广泛 的 应 用 。 在 材料 力学 中 已 介绍 了 如 图 3-5 所 示 由 
单个 杆 件 构成 的 静 定 梁 的 内 力 分 析 方 法 。 这 些 梁 常 称 为 单 跨 梁 ,其 中 图 3 - Sa\b.c 所 示 的 单 跨 
粱 在 工程 中 最 为 常见 ,分 别称 为 简 支 梁 、 伸 璧 粱 和 悬臂 梁 ; 而 图 3 — Sd 所 示 梁 一 端 为 滑动 支 座 的 
情况 通常 是 在 利用 对 称 性 时 发 生 的 。 


用 上 述 单 跨 梁 作为 基本 单元 ,可 以 构造 出 跨越 几 个 相连 跨度 的 静 定 梁 , 称 为 多 路 静 定 梁 。 图 
3- 6a 所 示 为 用 于 公路 桥 的 混凝土 多 跨 静 定 梁 , 各 单 跨 梁 之 间 的 联接 采用 企 口 结合 的 形式 ,这 种 
缚 点 可 以 视 为 锐 结 点 ,其 计算 简 图 如 图 3~6b 所 未 。 房 屋 建 筑 中 屋面 结构 的 木 檀 条 也 常 采用 多 
跨 静 定 梁 这 种 结构 形式 ,如 图 3 - 7a 所 示 。 在 檬 条 接头 处 采用 斜 塔 接 并 用 螺栓 系 紧 , 这 种 结 点 也 
可 视 为 馈 结 点 ,其 计算 简 图 如 图 3 - 7b 所 示 。 只 要 上 述 匀 结 点 位 置 恰 当 , 按 照 图 3- 6. 图 3 一 7 
所 构造 的 多 里 静 定 梁 在 均 布 荷载 作用 下 ,一 般 可 使 截面 上 硒 矩 的 峰值 小 于 相应 的 各 跨 简 支 粱 或 
连续 梁 的 弯 矩 。 


W 3-7 


一 般 将 由 直 杆 组 成 \ 且 全 部 结 点 或 部 分 结 点 是 刚性 联结 的 结构 称 为 刚 架 。 当 刚 架 的 杆 件 轴 
线 以 及 荷载 均 在 同一 平面 内 ,而 且 克 多 余 约束 存在 时 ,就 称 为 静 定 平面 刚 架 。 上 述 刚性 结 点 具有 
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约束 杆 端 相对 转动 的 作用 ,在 结构 变形 时 ,与 刚性 结 点 联结 的 各 杆 杆 端 应 具有 相亲 的 转角 。 图 
3 一 8 所 示 为 站 台 雨 蓬 结 构 常 采用 的 悬臂 刚 架 及 其 相应 的 计算 简 图 ;图 3 — 9 所 示 为 房屋 建筑 结构 
中 的 三 匀 刚 架 及 其 相应 的 计算 简 图 。 


(a) (b) 


AARRE 


刚 架 的 几何 不 变性 一 般 是 依靠 结 点 的 刚性 联结 来 维持 的 ,这 样 就 不 需要 加 设 斜 杆 ,所 以 刚 架 
结构 一 般 具 有 杆 件数 量 较 少 、 内 部 可 利用 空间 大 的 优点 。 此 外 ,由 于 刚 结 点 能 承受 和 传递 弯 矩 ， 
因此 有 利于 减 小 结构 杆 件 中 弯 矩 的 峰值 。 工 程 中 采用 的 刚 架 大 多 数 是 超 静 定 的 ,但 超 静 定 刚 架 
的 求解 需要 建立 在 静 定 刚 架 受 力 分 析 的 基础 上 。 


3-2-1 刚 架 式 杆 件 的 内 力 以 及 与 荷载 的 关系 


对 于 一 般 的 平面 刚 架 式 杆 件 来 说 , 模 截面 上 有 三 种 内 力 : 沿 杆 件 轴线 方向 的 轴 力 F. SE 
杆 件 轴线 方向 的 前 力 Fa MFE M。 通 常 ,在 竖 向 荷载 作用 下 ,水 平 梁 的 各 横 截面 上 只 产生 达 
矩 和 甬 力 。 由 于 分 析 的 需要 , 现 对 杆 件 内 力 的 正 负 号 作出 
以 下 规定 : 轴 力 以 拉力 为 正 ,压力 为 负 ; 前 力 以 使 微 段 隔离 
ENDL Et Jr 8] F 35 TE, E Rt tH Jr 61 52 Sh 29 hs OY TE 
SSA HE AR eB oe E E Bu mi fE 22 — A,B 
Fy PS LE RIN F FE EO iF RENN. 

BRAS SR ARATE I Ji Z BJ 4 2 W 
力 与 荷载 集 度 之 间 存 在 某 些 确定 的 关系 。 图 3- 10 所 示 
为 从 荷载 连续 分 布 的 平面 刚 架 式 杆 件 上 裁 取 的 微 段 卫 商 
体 , 微 段 上 的 分 布 荷载 可 视 为 均 布 的 , 它 在 杆 件 轴线 方 问 
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和 垂直 杆 件 轴线 方向 的 分 量 分 别 记 为 q, 和 4,。 图 中 的 截面 内 力 都 是 按 正 向 画 出 的 。 应 用 静 力 
平衡 条 件 ,并 略 去 高 阶 征 量 ,可 导出 在 图 示 坐 标 下 杆 件 内 力 之 间 以 及 内 力 与 荷载 集 度 之 各 的 以 下 
微分 关系 : 


HH 


ofa = = (3-2) 

Mr, (3-3) 
由 式 (3-2) 和 (3-3) 可 得 

ou gy (3-4) 


由 以 上 各 微分 关系 可 知 : 

(1) 在 充 横 向 荷载 (9, = 0) 的 区 段 , 杆 件 剪 力 保持 为 常数 ,对 应 的 剪 力图 形 为 与 杆 件 轴线 平 
行 的 直线 ,而 弯 矩 图 形 则 为 倾斜 的 直线 ,其 斜率 就 等 于 杆 中 的 剪 力 。 

(2) 在 杆 件 前 力 为 零 处 , 弯 矩 图 的 切线 与 杆 件 轴线 平行 ,此 时 庆 逢 取得 极 值 ;在 无 前 力 的 区 
段 , 丁 件 的 弯 矩 保持 为 常数 ,对 应 的 恋 矩 图 为 与 杆 件 轴线 平行 的 直线 。 

O) 在 有 横向 均 布 荷载 的 区 段 ,前 力图 为 倾斜 的 直线 ,而 弯 矩 图 则 为 “次 抛物 线 ; 对 于 有 横 
向 非 均匀 分 布 荷载 作用 的 区 段 ,根据 以 上 的 微分 关系 AR A HE CR — KWD JJ RIS AE 
图 形 的 函数 宕 次 也 相应 提高 一 次 。 

(4) 在 无 轴 疝 荷载 的 区 段 , 杆 件 的 轴 力 保持 为 常数 ;在 有 轴 向 均 布 荷载 的 区 段 , 轴 力图 为 倾 


MER. 
当 杆 件 上 作用 有 轴 向 横向 集中 荷载 或 集中 力矩 时 ,由 平衡 条 件 可 知 荷载 作用 点 处 的 轴 力 、 
前 力 或 论 逢 会 发 生 突变 ,其 突变 量 就 等 于 上 述 荷载 的 iN na 
数值 。 Ga) 10kN-m 6kN/m 
利用 上 述 内 力 之 间 以 及 内 力 与 荷载 之 间 的 微分 关 t Hl 
系 ,在 绘制 内 力图 时 可 以 按 荷 载 情况 在 结构 上 划分 区 
眉 , 只 要 求 得 各 分 段 点 上 内 力 的 控制 竖 标 ,就 可 以 将 内 oremi 
力图 形 作出 。 有 时 ,可 以 利用 上 述 关系 直接 确定 茶 些 2 
分 段 点 上 内 力 的 控制 竖 标 ,从 而 快捷 地 绘制 出 内 力图 bj gA c p E 
形 。 Sua y N 
结构 的 内 力 常用 图 形 形 象 地 表达 。 结 构 力学 中 规 Le 
定 内 力图 竖 标 一 般 应 垂直 于 丁 件 轴线 画 出 。 在 绘制 轴 图 (单位 kN-m) 


力图 和 剪 力 图 时 ,图 形 的 正 号 部 分 可 画 在 杆 件 的 任 一 
侧 , 负 号 部 分 则 画 在 另 一 侧 , 并 需 注 骨 正 负 号 ;而 弯 矩 @) ， H 
图 则 应 画 在 杆 件 受 拉 一 侧 , 不 注 正 负 号 。 图 3-1la 所 AS 
示 为 一 伸 臂 梁 , 受 横向 均 布 荷载 .集中 荷载 和 集中 力矩 
作用 。 根 据 材 料 力学 可 以 求 得 梁 的 内 力 如 图 3- 11b.c Fy CME EN) 
所 示 。 从 材料 力学 基本 概念 的 角度 分 析 , 上 述 梁 的 内 图 3-11 


§3-2 BERNBKET RMR 31 


力图 形 有 以 下 主要 特点 SRB AB 段 为 二 次 抛物 线 , 在 BE 段 为 一 倾斜 的 直线 ;在 C 截面 
处 弯 矩 发 生 突变 ,突变 值 等 于 作用 于 该 截面 处 集中 力矩 的 数值 10 KN: m; C MA , 右 两 侧 截面 上 
的 剪 力 并 无 突变 ,所 以 弯 矩 图 的 斜率 是 相等 的 ;了 截面 处 因 有 横向 集中 荷载 作用 ,点 左 AS 
和 撼 图 的 斜率 是 不 同 的 ,所 以 恋 算 图 形 在 D 点 是 非 光 滑 连 续 的 ;前 力图 形 在 AB 段 为 倾斜 直线 ,在 
BE 段 为 一 水 平 线 ;在 D 点 处 剪 力 发 生 突变 ,突变 值 就 等 于 横向 集中 荷载 15 kN; 由 于 横向 分 布 
荷载 为 均 布 , DB 段 剪 力图 的 斜率 与 AD 段 相同 ;前 力图 中 的 零点 对 应 于 变 矩 图 中 极 值 点 的 位 
置 。 
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材料 力学 中 已 介绍 了 一 般 单 跨 静 定 梁 的 内 力 计算 ,结构 力学 中 将 以 此 为 基础 ,重点 讨论 多 跨 
静 定 梁 的 内 力 计算 和 内 力图 的 绘制 。 在 此 之 前 先 简要 介绍 有 关 斜 梁 的 基本 特点 。 

图 3- l2a.b.c 表示 相同 的 简 支 斜 梁 , 分 别 受到 集 度 为 q 的 不 同类 型 的 均 布 荷载 作用 。 图 
3- 12a 中 的 9 意 为 沿 梁 水 平 投影 长 度 上 均 布 荷载 的 集 度 ,在 工程 上 对 应 如 屋面 活 裁 .楼 梯 活 载 
和 积 雪 荷 载 等 以 水 平 投影 面积 计算 的 均 布 荷载 ;图 3 - 12b 中 的 4 意 为 没 梁 自身 长 度 上 均 布 荷 
载 的 集 度 ,在 工程 上 对 应 如 结构 自重 、 装 饰 重量 等 均 布 荷载 ;图 3 - 12c 中 的 均 布 荷载 q 是 垂直 于 
杆 件 方向 作用 的 ,在 工程 上 对 上 应 如 由 流体 压力 形成 的 均 布 荷载 。 上 述 三 种 荷载 作用 下 梁 的 内 力 
分 别 如 图 3 - 12d~1 所 示 , 这 些 内 力 均 可 以 按照 材料 力学 ,利用 图 3 一 12m,n.o 所 示 的 隔离 体 平 
衡 条 件 求 得 。 此 时 ,可 用 沿 杆 件 轴线 方向 和 垂直 于 杆 件 轴线 方向 力 的 平衡 方程 以 及 力矩 平衡 方 
程 ,分 别 求 出 梁 上 任 一 截面 K AOMH DHAGE, 

由 图 3- 12 可 知 简 支 余 梁 的 内 力 有 以 下 特点 : 

(1) 斜 梁 的 弯 矩 和 剪 力 以 图 3 - 12c 荷载 时 为 最 大 ,图 3 - 12b 时 其 次 ,图 3 — 12a 时 为 最 小 ; 
斜 染 的 轴 力 在 图 3 - 120 荷载 时 为 常数 ,而 图 3 - 12a b 两 图 时 则 是 线性 变化 的 。 

(2) 当 均 布 荷载 9 按 梁 水 平 投影 长 度 上 的 集 度 给 出 时 (图 3 - 12a) , 粱 的 截面 弯 和 矩 就 等 于 相 
同 跨 度 水 平 梁 相 应 位 置 上 的 截面 弯 矩 值 。 

(3) B 支 座 链 杆 方向 的 改变 不 会 引起 斜 梁 咨 矩 和 剪 力 的 变化 。 例 如 , 梁 B 端的 杆 端 前 力 ， 
可 由 梁 绕 A 支 座 的 力矩 平 衡 条 件 完全 确定 ,B 支 座 链 杆 方向 的 改变 只 影响 杆 端 轴 力 ,而 不 会 改 
变 杆 端 剪 力 的 数值 。 

对 于 多 跨 静 定 粱 的 受 力 分 析 ,一般 应 先 区 分 基本 部 分 和 附属 部 分 ,然后 按照 先 附属 部 分 ,后 
基本 部 分 的 顺序 进行 计算 。 现 以 图 3 ~ 13a 所 示 的 多 跨 静 定 梁 为 例 , 说 明 多 路 静 定 梁 的 求解 过 
Bo BR BE 段 为 一 伸 璧 梁 , 可 以 独立 地 承受 竖 向 荷载 ,可 视 为 基本 部 分 ;AB 和 EG 段 需 依靠 基 
本 部 分 的 支承 才能 承受 坚 向 荷载 并 保持 平衡 ,所 以 是 附属 部 分 。 梁 的 层 琶 图 和 隔离 体 图 分 别 如 
图 3 一 13b.c 所 示 。 

由 附属 部 分 EPG 的 平衡 条 件 ,可 求 得 支 座 反 力 Fe =3qa, $ 处 的 约束 力 Fs =Y3ga, Fs = 
4ga。 HR EDA REM RAED, = 0, 可 得 铵 B 处 的 水 平 约 东 力 下 上。 和 支 座 A 处 的 水 
平反 力 F,。=Y3ga。 再 由 附属 部 分 AB AE MRER BRB 处 的 竖 向 约束 力 Fs = 4qa. BLE 


两 处 附属 部 分 与 基本 部 分 之 间 的 约束 力 属于 作用 力 与 反作用 力 ,其 大 小 相等 而 方向 相反 ,如 图 3 
~ 3c Ro RK RAR ITU RB BLE 处 的 约束 力 后 ,就 可 以 按照 材料 力学 中 单 跨 静 定 梁 的 
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Fn 图 Fy Fy 
(m) 4 m) (o) 
Fo (HTH, Fo, 了 a Fa| 4 " 
F A h 下 ne <7 t, nA i Eys 
图 3-12 


AARD RRIT , EB ih ERAH E, MRL 3 -13d ef 所 示 。 

以 上 隔离 体 的 运用 属于 结构 分 析 中 的 一 种 基本 方法 。 此 外 , 静 定 结构 的 内 力图 也 常常 可 以 
通过 运用 力学 的 某 些 基本 柱 念 ,如 内 力 与 荷载 间 的 微分 关系 ,比较 快捷 地 绘制 。 例 如 ,对 于 图 3 
一 13a 所 示 的 多 跨 头 定 洪 的 弯 矩 图 来 说 可 以 如 下 绘制 : 先 由 悬臂 部 FG BREE F 处 的 
MEEK ga? ; 匀 E APS AA 3 qq? 上 侧 受 拉 , 将 E.F PA AR Ab BS D E — PR, SEL 
此 为 基线 到 加 竖 向 荷载 6ga SOM SE NE EF 段 的 村 和 矩 图 ;按照 梁 无 横向 力作 用 
的 区 段 六 力 ( 即 奔 矩 图 斜率 ) 不 变 的 原则 ,可 以 将 上 述 恋 矩 图 形 按 直线 延长 至 D ZEA; AB F 
NORA BORN HEPA, SM REE B EIERE CHM Bü f S EA 
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49a"? ;最 后 在 C.D BA S E E £ F Bin CD 段 的 简 支 梁 弯 矩 BASPHSEA. 

由 以 上 分 析 过 程 可 知 ,运用 基本 概念 直接 绘制 内 力图 也 是 遵循 先 附 属 部 分 ,再 基本 部 分 的 原 
则 进行 。 采 用 这 种 分 析 方法 不 仅 常 可 达到 快捷 的 目的 ,而 且 对 熟练 力学 基本 概念 的 运用 和 增强 
判断 与 定性 分 析 能 力 很 有 益处 。 


(a) 2¢ 8ga |8qa 6qa 
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应 当 注 意 的 是 ,区 分 结构 的 基本 部 分 与 附属 部 分 有 时 还 与 荷载 作用 的 方向 有 关 。 对 于 图 3 
- 13 梁 上 作用 于 G 点 处 的 斜 向 荷载 的 水 平分 力 来 说 , 梁 的 AB 段 就 是 基本 部 分 ,因为 AB 段 可 
以 独立 承受 梁 的 轴 向 荷载 ;BE 段 就 是 附属 部 分 ,因为 其 无 法 独立 承受 上 述 荷 载 ;而 EG RMR 
为 BE 段 的 附属 部 分 。 所 以 ,作用 于 G 点 处 的 斜 向 荷载 会 使 梁 的 全 长 上 产生 轴 向 压力 ,如 图 3 
13f 所 示 。 

图 3 一 14 梁 的 薪 载 是 作用 在 简 支 的 纵向 次 染 上 ,通过 横梁 支 座 再 传 至 主 梁 ,此 时 主 滩 所 受 荷 
载 称 为 间接 荷载 或 结 点 荷载 。 实 际 上 ,图 中 的 纵 梁 可 以 看 作 是 主 梁 的 附属 部 分 ,求解 时 只 需 算出 
各 机 沼 支 座 的 反 力 , 并 将 其 反 向 作用 于 主 梁 上 即 可 。 内 此 , 主 梁 承受 的 是 结 点 荷载 。 


i eae ae Ses I ee 


k oa a 


图 3-14 


te 


3-1 试 绘制 图 3 - 15a tKe wR ERM ADB. 

ORE C 以 左 是 基本 部 分 ,右边 则 是 附属 部 分 。 在 图 示 荷载 作用 下 梁 无 轴 力 存在 。 

(1) 隔离 体 法 : 按 层 避 关 系 画 出 隔离 体 图 如 图 3 一 15b 所 示 。 先 由 附属 部 分 计算 饺 C 处 的 约束 力 和 了 DD 支 座 
的 竖 向 反 力 为 F = 4.5 kN,Fw = ~ 4.5 kN, 负 号 说 明 反 力 的 实际 方向 与 图 中 所 设 的 方向 相反 。 将 Fy RAE 
为 基本 部 分 的 荷载 之 一 ,算得 支 座 反方 Fw =4.2 kN, Fa =10.3 kN。 由 此 可 求 出 各 杆 件 的 内 力 FE SP BNE ih 8 
$8 AO BY H N, WUE 3 — 15e.d 所 示 。 


10kN 
| 9kN- 
A p c D kN-m 


fe2 mote? monfe—3 m2 meje? meje? m=] 


(a) 


° 
MM 图 {单位 KN-m) Fo 图 (单位 kN) 
总 
(2) AEE: D 支 座 以 右 杆 件 无 前 力 , 读 矩 图 形 应 为 坚 标 等 于 9 kNm OK ERE CRESS BR 


连接 DCO HRB ED PERO ARSE REKE B 点 处 ;虚线 连接 A.B Pš Sh S Ña FF HE Ji 5 8&, 
10 kN URES 922 C S EBE. Ht pakpa 3s BE pie. 
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3-2 试 绘制 图 3- 16a YF £b uE Sis EN. 
e 2KN 2kN 1kN/m 


A B C D G H 


8 
好 图 (单位 XN,m)》 


图 3-16 


RM AC 和 DG 段 均 为 基本 部 分 ,CD RME G 以 右 为 附属 部 分 。 

概念 法 : 互 点 以 右 为 悬 层 村 ,在 均 布 荷载 作用 下 弯 矩 图 形 为 二 次 独 物 线 , 支 座 处 梁 上 侧 受 拉 , 灾 和 矩 值 为 
8 kN"m; 直 线 连接 GH AR OH EF 点 ;判定 CD 杆 无 内 力 发 生 , 按 DE BA RE TE, 
并 将 已 .上 两 处 这 和 矩 直线 连接 ;4C 段 由 滑动 支 座 的 特点 可 确定 有 8 支 座 竖 向 反 力 为 向 上 2 kN, 算 得 荷载 作用 点 灾 
ED A kN'm 荷 载 作用 点 以 左 杆 件 竟 力 为 零 , 变 抢 图 形 与 杆 件 平行 。 以 上 结果 如 图 3 - 16b 所 示 。 

例 3-2 中 作用 于 D 结 点 上 的 外 荷载 全 部 由 DG 杆 承受 ,而 本 引起 CD 杆 的 内 力 。 由 此 可 
见 , 当 有 集中 力作 用 于 结构 基本 部 分 与 附属 部 分 联结 部 位 时 , 仍 只 使 基本 部 分 产生 内 力 。 


3-2-3 EMR 


从 几何 构造 的 角度 上 看 , 静 定 刚 架 可 以 是 单个 刚 片 与 基础 联结 构成 (图 3 - 17a) ,相当 于 单 
跨 静 定 梁 的 情况 ;也 可 以 由 多 个 刚 片 通过 匀 或 链 杆 联结 ,并 与 基础 联结 构成 (图 3 — 18a) ,相当 于 
多 跨 静 定 浴 的 情况 。 在 静 定 平面 刚 架 的 受 力 分 析 中 ,通常 是 先 求 支 座 反 力 和 联结 各 部 分 的 铵 或 
链 杆 中 的 约束 力 , 然 后 求 出 控制 截面 的 内 力 ,最 后 作 内 力图 。 几 何 构成 上 由 多 个 刚 片 构成 的 刚 
架 , 也 常 可 以 像 多 跨 静 定 梁 一 样 分 为 基本 部 分 和 附 谢 部分。 此 时 , 受 力 分 析 也 应 该 从 附属 部 分 开 
始 , 然 后 向 基本 部 分 推进 。 应 当 注意 的 是 :由 两 个 以 上 刚 片 组 成 的 静 定 刚 架 ,并 不 一 定 都 存在 基 
本 与 附属 的 关系 。 例 如 ,图 3 一 2 所 示 的 三 铵 刚 架 就 不 存在 附属 部 分 。 静 定 刚 架 的 受 力 分 析 可 采 
用 隔离 体 平衡 的 方法 ,也 常 可 运用 力学 基本 概念 ,快捷 地 作出 刚 架 的 内 力图 。 
图 3- 17a 所 示 的 刚 架 是 由 单个 刚 片 与 基础 构成 的 ,可 以 利用 刚 架 的 整体 平衡 条 件 方便 地 求 
出 各 支 座 反 力 。 根 据 平衡 条 件 , 有 
ZF,=0, 6kN+10 kN-F,a=0 
a=16 kN (+) 
ZM: =0, F, X6m+6kNX8 m+10 kNX3 m-20kN/mx6mXx3 m=0 
Fy, =47 kN (4) 
XM, =0, 6KNX8 m+ 10 kKNX3 m+20 kNimx6 mx3 m-Fy_X6 m=0 
Fy=73 kN (4) 
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在 计算 杆 端 内 力 时 ,可 以 截取 刚 架 的 结 点 或 构件 作为 电离 体 ,例如 图 3- 17b~e 所 示 。 为 了 
使 内 力 的 符号 不 致 发 生 混淆 ,可 在 内 力 符号 的 右 下 方 加 两 个 下 标 ,标明 杆 端 内 力 所 属 的 杆 件 , 其 
PMT TRAD A A ROP RR, TS F Fa R TEMS. RAB, 
Mea .Ma 和 Mee 分 别 表 示 C HAFA AT AE AG ARE: 1 HE 
杆 端 内 力 可 以 利用 上 述 刚 架 结 点 和 杆 件 的 隔离 体 图 , 按 平衡 条 件 依次 求 得 。 例 如 ,利用 CE 
舱 的 隔离 体 图 (图 3 - 17b) ,由 平衡 条 件 得 
Mee =6 KNX 2 m= 12 kN-m ( 左 侧 受 拉 ) 
Foce =6kN, Fyæ=0 
利用 AC 段 的 隔离 体 图 (图 3 - 17c) ,得 
Meo = 10 kNx3m=30kN-m( 左 侧 受 拉 ) 
Fac = -10 kN, Pye, = -47 kN 
再 利用 C 结 点 的 隔离 体 图 (图 3- 17d), HOM =0. XF, =0 M UF. =08 
Mo = Men - Mæ = 18 kN (上 侧 受 拉 ) 
Fow = Fna =47 kN, Fum = Foca - Face = — 16 kN 
以 此 类 推 , 可 以 求 得 其 余 各 杆 端 内 力 ,然后 可 以 根据 插件 内 力 的 变化 规律 与 特点 作出 刚 架 的 内 力 


(9) “N. O 6N 5 (G) Frcs @) Free 
20kN/m Mer 
a 
F, F, M. 
ace} C CA QCE: cD. 
+ Me E Foca Fee SC Feo 
A Meal” Foco 
F, 
1OKN, NCE 10kN P: Fyca 
8 
e Z 20 kN/m 
4 -也 a FP Ma Mpc 
4 Neo r; Fhpe 
47 kN aco Fone 


MH 图 (单位 kNm) Fa 图 (单位 kN) Fw 图 (单位 kN) 


E 3-17 
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图 ,分 别 如 图 3 一 17f\g、h 所 示 。 
在 作 静 定 刚 架 的 内 力图 时 , 常 不 一 定 需 要 画 出 所 有 杆 件 和 结 点 的 隔离 体 图 ,有 时 也 可 以 直接 


利用 力学 基本 概念 快捷 地 进行 。 例 如 ,在 绘制 上 述 刚 架 的 弯 答 图 时 ,根据 A 支 座 竖 向 反 力 不 会 
使 AC 杆 产生 弯 矩 的 特征 ,CE 和 AC HM SBE n[— H f RB 支 座 的 水 平反 力 易 求 得 , 乘 以 
FEAR BU AA FP tid EM ,并 有 Moe = Mos ;根据 C 结 点 的 力矩 平衡 的 条 件 可 求 得 杆 端 夸 拭 Mey, 
然后 以 Mae 和 Am 的 连 线 为 基线 玲 加 简 支 梁 的 弯 矩 图 则 得 到 刚 架 的 最 终 弯 矩 图 。 

图 3- 18a 所 示 的 刚 架 是 由 两 个 刚 片 与 基础 联结 而 成 。DD 处 滑动 锐 以 左 部 分 与 地 基 形 成 无 
多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 , 属 基 本 部 分 ;DD 以 右 为 附属 部 分 。 刚 架 的 内 力 计算 应 遵 短 先 附属 部 
分 ,后 基本 部 分 的 顺序 进行 。 


(a) 


10 kN/m 


B E 


G 
—> +2 mofo? meje 4 m 一 | 


4 
| 一 4m 


如 图 (单位 kNm) 


图 3-18 


绘制 该 刚 架 的 弯 矩 图 时 可 以 按 以 下 步 牟 进行 : 先 绘制 附属 部 分 悬臂 杆 FG 在 均 布 荷 载 作 用 
下 的 弯 矩 图 ,得 Me = Mrs =80 kN*m; 由 下 点 处 支 座 特征 可 知 EF 杆 无 剪 力 , 弯 矩 图 形 应 与 丁 
件 轴线 平行 ;由 D 处 滑动 饺 的 特点 可 知 DE 段 葛 力 数值 等 于 - 20 kN, 可 算得 D NYA Moe = 
80 kN'm-20kNx2m=40kN'miCD 和 CB 杆 均 无 前 力 , 论 矩 图 形 与 杆 件 轴线 平行 ; 求 得 
Msn = 40 kN:m 后 作出 均 布 荷载 作用 下 AB 杆 的 弯 矩 图 即 得 到 刚 架 的 最 终 恋 矩 ,如 图 3- 18b 所 
示 。 因 删 结 点 B.C.E F 等 仅 联结 两 个 杆 件 ,再 求 得 其 中 一 个 杆 端 弯 矩 后 , 按 结 点 力矩 平衡 条 
件 可 知 另 一 桂 端 弯 矩 应 数值 相等 ,方向 相反 。 
例 3~3 试 绘制 图 3- 19a 所 示 刚 架 的 内 力图 。 
M ” 先 计算 支 座 反 力 , 考 虑 刚 架 整体 的 平衡 条 件 ,有 
也 P. =0， F.=0 
EMo=0, F, X4 m-2 kNimx2 mx5 m-2 kNimX4 mx2 m=0 
Fy 79 kN (4) 
之 MA =0，2kNimx4mx2m-2kNfmx2mxlm-Fox4m=0 
Fy=3 kN (4) 
各 杆 端 内 力 的 分 析 与 计算 如 下 : 
BW EB 灿 力 为 零 , 弯 矩 和 观 力 分 别 为 
Mæ =2 kNimX2 mx 1 m=4 kN-m (EMER) 
Fase = —2 kN/mx2 m= —4 kN 
因为 A 支 座 处 无 水 平反 力 , 所 以 AB fF F 365 33 fü 8: HAH 
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Fams = Fum = ~ Fa = -9 kN UE) 


BC 杆 上 仍 无 劳力 ,其 轴 力 为 
na. = Fsca = = Fa +2 kNimx2 m= -9kN+4 kN= -5 kN (EH) 


由 B 结 点 的 力矩 平衡 条 件 以 及 杆 件 前 力 为 零 的 特点 可 短 
Mc =4 KN: m (EWER), Moa = Mrc =4 kN-m ( 左 侧 受 拉 ) 
RHF CD f SN iH C 结 点 隔离 体 ( 图 3 - 19b) 的 力矩 平衡 条 件 可 得 
Meo = 4 kN-m (上 侧 受 拉 ) 


@ 2 kN/m tb) y (Q) iia 
a CL Fa z 
T s Su So" 
F, M. {a 
m AKN: ae NCD cD 
RON 
+ p an x Foen 
E 
a Ep anp 
y 
da, ~ 
Se! yo= 3KN 


(4) (e) 


4 图 (单位 kNm) Fo 图 (单位 kN) 有 图 (单位 KN) 


图 3-19 
为 求 斜 杆 的 村 端 剪 力 和 轴 力 ,可 作 图 3 — 19c 所 示 的 隔离 体 图 , 取 CD 杆 方向 为 : 轴 , 垂 直 CD 杆 方向 为 * 轴 。 将 


也 支 座 的 竖 向 反 力 沿 上 述 两 个 方向 分 解 ,就 可 得 到 D 端的 前 力 和 轴 力 分 别 为 
Faw = -Focosa= -3 KNX $= -2.4 kN 


Foc = — Fosin a= -3 KNX $ = -1.8 kN (压力 ) 


由 上 述 矶 离 体 沿 n 轴 方 向 力 的 投影 方程 可 得 
SF,=0, Pye + Fysin a~2 kNimx4 msin a=0 


§3-2 BPERAREY HAR 39 


Fua =3 KN 
EF, =0, Fow + Focos a- 2 kN/mx4 m'cos a = 0 
Fao =4 kN 
求 得 各 杆 端 力 之 后 , 即 可 根据 杆 件 内 力 的 变化 规律 作出 内 力图 ,分 别 如 图 3 - 19de d 所 示 。 

静 定 刚 架 丁 端 内 力 的 计算 ,可 以 从 不 同 的 角度 出 发 采用 不 同 的 陋 离 体 。 例 3 一 3 中 CD 杆 端 
AYA Men ,也 可 以 采用 图 3~ 19c 所 示 的 隔离 体 ,由 力矩 平衡 条 件 M。 = 0 RE FEY HI 
Facp 和 轴 力 Fnco 也 可 以 采用 图 3 一 19b 所 示 的 隔离 体 ,由 沿 tn 轴 方 向 力 的 投影 方程 求 得 。 

3-4 试 绘制 图 3 ~- 20a ARROS E 

M 刚 架 4 支 座 处 的 水 平反 力 显 然 为 零 。 根 据 刚 架 的 几何 尺寸 .构造 以 及 荷载 的 情况 可 知 , 刚 架 处 于 对 称 
的 受 力 状态 ,此 时 刚 架 的 内 力也 一 定 对称 。 由 此 可 以 断定 , 匀 F 处 的 剪 力 必定 为 零 。 因 为 Furc 与 Fam 属 于 作用 
力 与 及 作用 力 , 太 小 相等 但 方向 相反 ,车 甬 力 不 为 零 则 FC 和 FD 杆 的 内 力 就 不 可 能 对 称 。 

B£ F 处 无 剪 力 ,C .D 两 结 点 处 的 酝 端 弯 矩 可 分 别 由 荷载 与 距离 的 乘积 求 得 ,其 数值 均 为 Mor = Mor = 30 
kNX2 m=60 kN*m。 然后 ,利用 结 点 力矩 平衡 .4AC 和 BD RW AWE RUR EEG It W E 3 EG, TR 
捷 地 作出 该 刚 架 的 弯 失 图 ,如 图 3 — 20b 所 示 。 


M 图 {单位 KN.m) 


图 3-20 


例 3-4 的 刚 架 从 几何 构造 上 看 由 三 个 刚 片 组 成 ,上 半 刚 架 可 以 看 作 是 下 半 刚 架 的 附属 部 
分 。 利 用 了 受 力 状态 对 称 的 特点 , 便 可 以 快捷 地 作出 刚 架 的 弯 矩 图 。 但 若 刚 架 的 受 力 状态 不 对 
称 ,例如 匀 不 居中 , 则 需要 先 按照 求解 三 刚 片 问题 的 方法 求 出 附属 部 分 的 支 座 反 力 , 绘 出 附属 
部 分 的 弯 矩 图, 然后 将 上 述 支 座 反 力 反 向 作用 于 基本 部 分 ,给 出 基本 部 分 的 弯 矩 图 。 

例 3-5 试 终 制 图 3 - 21a PCR 38 09 5 E i , 

8 此 刚 架 DD 支 座 处 无 水 平反 力 ,但 三 个 支 座 的 又 向 反 力 无 法 由 余下 的 两 个 独立 的 整体 平衡 方程 解 得 。 
为 此 , 先 分 析 刚 哥 的 几何 构造 。 刚 片 DGE 和 DHF 分 别 由 两 匀 对 外 联系 ,都 可 以 视 作 链 盾 。 将 杆 AEC 和 BFC 
ARER T , 基 砧 作为 刚 片 重 , 体 式 的 几何 构造 如 图 3 一 21b 所 示 。 可 见 , 三 刚 片 之 间 由 不 在 一 直线 上 的 
三 个 饺 两 两 联系 ,体系 几何 不 变 , 并 且 无 多 余 约 东 。 

图 3 ~21a 所 示 结 构 的 几何 构造 和 求解 方法 实际 上 与 图 3 — 2 RIO RAAB. 即 可 以 将 其 中 的 一 个 按 ， 
B nt C 的 约束 解除 , 代 之 以 成 对 的 未 知 约束 力 下 -和 Fe ,然后 分 别 截取 刚 片 AEC 和 BFC 为 隔离 体 ,如 图 3 一 
lod 所 示 ARA HAARDER, 例如 ,对 于 ABC 杆 { 图 3-21c),A EHEAR H Fa 和 
DE BENE FAA) Foe RLE I, HL). RIAA E E, h ETTA h EFA E 

DM wy =O, -FeX2m+FeXx8m+10kNX2m=0 
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同 理 , 可 截取 BFC 杆 为 陋 离 体 (图 3- 21d) TA AE. (l )66 yE F eae 
EMan=0 FexX2m+Fex8m-3kNImx8mx4m=0 


将 以 上 两 方程 联 立 , 解 得 
Fc =29 kN, Fc=4.75kN 


上 由 此 可 求 得 各 支 座 反 力 , 并 进而 求 得 刚 架 的 最 终 弯 矩 如 图 3 一 21e 所 示 。 


{b) 


(1H) 
ot 


> (HTH) 
© 人 10kN 四 3kNim ei Q 
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例 3 — 5 RRE AAA AOI HE Dn ER) RRA 
另 一 组 反对 称 荷载 。 在 对 称 荷载 作用 下 铵 C SEO DY Hs et oh 5848 KE RH ER 
对 称 荷载 作用 下 A.B 支 座 反 力 大 小 相等 ,方向 相反 ,由 此 也 易 求 得 各 支 座 反 力 。 将 上 述 两 种 情 
襄 下 刚 架 的 凌 矩 图 琶 加 , 即 可 得 到 刚 架 的 最 终 恋 矩 图 。 

有 一 些 刚 架 的 几何 构造 比较 复杂 ,不 能 归结 到 两 刚 片 或 三 刚 片 的 简单 组 成 规则 上 。 分 析 此 
类 刚 架 时 仍 应 注意 避免 过 多 方程 的 联 立 求解 。 例 如 , 欲 分 析 图 3 - 22a 所 示 的 刚 架 ,可 以 先 假设 
C 支 座 的 未 知 反 力 为 XO, 再 根据 局 部 或 整体 的 平衡 条 件 ,将 各 支 座 反 力 和 铵 联结 中 的 相关 约束 
AM X 来 表达 ,如 图 3-22b 所 示 。 最 后 ,以 刚 架 整体 作为 隔离 体 , 按 力矩 平衡 方程 立 M, = 0, 有 

Xx3a+(Fr-2X) at+(Fe -2X)x2a- Fora=0 
解 得 


O 由 于 未 知 肥力 有 时 尾 未 知 的 广义 力 , 为 搬 述 的 统一 和 完整 .所 以 本 书 仍 激 用 以 往 教 材 中 使 用 的 天 未, 对 于 文中 其 记 
对 应 的 物理 重 和 相应 单位 , 则 视 具体 问题 而 定 。 
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拱 式 结构 在 房屋 建筑 .地 下 建筑 桥梁 及 水 工 建筑 中 都 常 采 用 。 从 九 何 构造 上 讲 , 拱 式 结构 
可 以 分 为 无 多 余 约束 的 云 锐 拱 (图 3-23a、b) 和 有 多 余 约 束 的 两 锐 拱 和 无 贸 拱 (图 3- 23c、d)。 
前 者 属于 静 定 结构 ,而 后 者 则 属于 超 静 定 结构 。 


d ee 
a a 


拱 式 结构 的 基本 静 力 特征 是 :在 竖 向 荷载 作用 下 , 失 的 支 座 处 将 产生 水 平 推力 。 所 以 , 拱 式 
结构 也 常 称 为 推力 结构 。 图 3 - 24a 所 示 为 三 铵 拱 受 竖 向 荷载 作用 时 支 座 反 力 的 情况 ,由 拱 的 右 
PABA ER C WIE POA LM. =0 可 知 ,B 支 座 处 除 有 竖 向 反 力 Fa 外 ,还 必须 提供 向 内 的 
推力 Fs ;而 A ZEREZ HH Fa PF, 也 存在 向 内 的 推力 Fa ,其 大 小 应 与 Fe 相同 。 图 3 
~ 24 所 示 为 与 上 述 三 匀 拱 形状 相同 的 简 支 曲 滩 ,在 同样 的 坚 向 荷 裁 作用 下 ,山洪 的 支 座 处 并 无 
水 平反 力 产生 。 

由 图 3 — 24 所 示 三 匀 拱 和 曲 梁 的 整体 平衡 条 件 >M。 = 0 可 知 ,两 者 的 支 座 竖 向 反 力 Fs 和 
者 是 相同 的 ,因此 由 竖 向 反 力 所 产 生 的 截面 弯 吞 也 必定 相同 ,并 且 均 使 构件 的 内 缘 受 拉 。 巾 
梁 的 截面 计 矩 实际 上 与 相同 跨度 的 简 支 梁 相 应 截面 上 的 弯 卸 相 同 ;而 三 铵 拱 因 支 座 处 存在 水 平 
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图 3-24 


推力 , 它 会 产生 使 拱 体 外 缘 受 拉 的 恋 矩 ,使 得 合成 后 的 截面 次 算 比 相应 简 支 梁 的 弯 矩 小 得 多 。 两 
铵 拱 和 无 铵 拱 的 受 力 情况 也 与 三 铵 拱 相 类 似 ,其 共同 特点 是 在 竖 向 荷载 作用 下 支 座 处 存在 水 平 
推力 ,从 而 使 拱 体 主 要 承受 轴 向 压力 ,而 截面 弯 矩 则 大 为 减 小 。 

拱 式 结构 的 上 述 基本 静 力 特 征 ,决定 了 与 梁 相 比 用 材 节省 ,自重 减轻 ,并 且 可 有 较 大 的 跨度 。 
由 于 拱 体 主要 承受 轴 向 压力 , 故 可 利用 砖 ` 石 .混凝土 等 抗 压 性 能 好 而 又 相对 廉价 的 材料 建造 。 
从 建筑 学 的 角度 , 拱 式 结构 有 利于 营造 曲线 美 ,并 能 提供 较 大 的 净空 使 用 高 度 。 拱 式 结构 的 缺点 
是 种 要 支 座 提供 较 大 的 水 平 向 推力 。 当 支 座 处 地 基 的 水 平 抗力 较 弱 时 ,只 能 采用 带 有 水 平 拉杆 
HR AK CP 3~23b), 此 时 支 座 水 平 推力 将 由 拉杆 提供 , 拱 体 的 受 力 情况 仍 与 一 般 三 匀 拱 相同 ， 
但 拉杆 的 设置 可 能 影响 净空 使 用 高 度 。 工 程 中 也 有 采用 连续 拱 的 形式 ,使 中 间 支 座 两 边 的 水 平 
推力 相互 抵消 。 因 拱 的 外 形 较 复杂 ,跨度 常 较 大 ,施工 要 相对 困难 一 些 。 

拱 体 各 横 截面 形 心 的 连 线 称 为 拱 辖 线 。 拱 的 两 端 与 支 座 联结 处 称 为 拱 幅 , 拱 趾 位 于 同一 标 
高 的 拱 称 为 平 拱 , 位 于 不 同 标高 的 拱 称 为 斜 挫 。 拱 轴 的 最 高 点 称 为 拱 项 ,三 铵 拱 的 中 间 铵 一 般 设 
在 拱 顶 处 。 两 拱 幅 的 水 平 距 离 ! 称 为 跨度 ,由 拱 项 至 两 拱 趾 连 线 的 竖 向 距离 广 称 为 拱 高 或 矢 高 。 
拱 高 与 跨度 之 比 fli 称 为 拱 的 高 跨 比 ( 矢 跨 比 ), 它 对 拱 的 内 力 有 重要 影响 。 在 实际 工程 中 , 拱 的 
高 跨 比 通常 在 1 至 11/10 之 则 。 

3-3-1 SRR OAH 

现 以 土建 结构 中 最 为 常见 的 承受 竖 向 荷载 作用 LE FTA — k PER ES tB (El 3 
-25a) 为 例 ,介绍 三 铵 拱 的 受 力 分 析 方 法 和 受 力 特 性 ,并 与 相应 的 简 支 梁 ( 图 3~25b) 加 以 比较 。 

首先 分 析 三 铵 拱 的 支 座 反 力 。 三 铵 狼 共 有 四 个 支 座 反 力 ,可 以 利用 三 个 整体 平衡 方程 ,再 加 
上 项 铵 处 弯 矩 为 零 的 条 件 , 即 项 铵 一 侧 隔 离 体 力矩 平衡 方程 惟一 确定 。 

当 仅 有 竖 向 荷载 作用 时 ,由 整体 平衡 条 件 学 F, =0, 可 得 

Fis = Fas = Fy 
Fa 表示 支 座 水 平 推力 的 数值 。 若 两 拱 趾 位 于 同一 水 平 线 上 , 支 座 水 平 推力 沿 支 座 连 线 作 用 。 
于 是 ,利用 整体 平衡 方程 己 Mas = 0 MEM, = 0 即 可 直接 解 得 两 支 座 的 竖 向 反 力 Fu 和 Fa。 可 
见 ,此 时 三 匀 拱 支 座 竖 向 反 力 的 计算 与 相应 简 支 梁 支 妾 反 旋 Fm 和 F's 的 计算 完全 相间 , 即 有 
Fy=Fy (3-5) 
Fa = Fs (3-6) 
现 记 图 3 - 25b fü MAA = #t 88 TR ee ft S 09 CRASHAM.. RR C 点 一 侧 支 座 反 力 和 
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图 3-25 


坚 向 荷载 对 C 点 力矩 的 代数 和 。 由 于 图 3 — 250 的 三 铵 拱 与 上 述 简 支 梁 的 荷载 和 竖 向 反 力 均 相 
同 ,所 以 当 取 捧 顶 铵 C 一 侧 为 隔离 体 时 ,由己 Me =0 可 得 


ML - Far=0 
于 是 有 
° 
Fa = = (3-7) 
SBE ES 42 tE E R EFI FX BK PEA SK. 
由 以 上 的 分 析 可 知 : 


(1) 在 给 定 的 荷载 作用 下 ,三 匀 拱 的 支 座 反 力 仅 与 三 个 匀 的 位 置 有 关 , 而 与 拱 轴 的 形状 无 关 。 
(2) 在 竖 向 荷载 的 作用 下 ,三 匀 平 拱 的 支 座 竖 向 反 力 与 相应 简 支 梁 反 力 相同 , 而 水 平 推力 


Fy 与 拱 高 ( 矢 高 )f 成 反比 。 拱 的 高 跨 比 ( 矢 跨 比 ) 寺 愈 大 则 推力 Fy 愈 小 ,反之 , 则 推力 Fy f@ 


大 。 
以 下 来 讨 沦 三 馆 拱 的 内 力 计算 。 图 3-25a HRSA LAE ARIK 处 的 内 力 , 可 利用 图 3 

-26 所 未 的 陋 离 体 平衡 条 件 求 得 。 拱 体 一 般 都 是 受 压 的 , 通 4 

MEM ARE BUA ARAN TE, Fy Me AHHH 

反之 为 负 。 在 计算 K RMR Py ABH Fog Bf, ATE B = i =F 


支 座 反 力 和 作用 于 隔离 体 上 的 外 荷载 沿 K 点 拱 轴 线 的 切线 K Ye 
和 法 线 方向 进行 分 解 ,再 分 别 由 这 两 个 方向 上 力 的 平衡 条 件 ey ob 
求 得 截面 上 的 轴 力 和 前 力 。K 截面 的 弯 矩 等 于 相应 简 支 梁 3 
BREDE M , 减 去 由 支 座 水 平 推力 引起 的 夸 矩 , 即 bo. 

Mk = Mk ~ Fare (3-8) 


在 作 拱 结 构 的 内 力图 时 ,为 方便 起 见 , 可 以 取 拱 的 水 平 投 m 326 
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影 线 为 基线 进行 绘制 。 
@ 3-6 试 绘制 图 3 - 27a 所 示 三 铵 拱 的 内 力图 。 已 知 拱 轴 为 一 殷 物 线 , 当 坐标 原点 设 在 支 座 A 处 时 , 拱 
轴线 方程 为 
vsfat- r) 
解 ” 支 座 的 竖 向 反 力 与 相应 简 支 粱 反 力 相同 , 即 
Py = Fo =28 KN, F, = Fig =20 kN 


q=4kN/m 


(a) 


人) 


(a) o 22 2.0 a 
(单位 kN-m) 


(e) 
Fa 
(单位 EN) 


人 


FE 
{单位 EN) 
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由 式 (3 一 7) 可 求 得 支 座 处 的 水 平 推力 
Fn kN 
为 综 制 内 力图 ,可 将 拱 跨 分 成 若干 等 分 ,然后 列表 求 出 各 分 点 戴 面 上 的 内 力 值 。 现 如 图 将 拱 里 沿 水 平方 向 
分 成 八 等 分 ,以 分 点 2.6 截面 为 例 , 说 明 内 力 计算 方法 。 
分 点 2 .6 REBIER N r, = 4 m,zs = 12 m, 由 拱 轴 方程 可 得 


=3m， tan ga = 32 = 3G-2n)=0.5 


af d 
waite U-ad=3m, un g= 2 La 


= Huan) = -0.5 


由 此 可 知 
92 = 26°34, g = ~ 26°34" 
分 点 2.6 截面 上 的 内 力 可 采用 隔离 体 方法 (图 3- 27b、.c) 计 算 如 下 : 
M, = M? - Fay: = 80 kN-m -24 kNX3 m=8 kN-m 
Fe = (Fy ~ qay )eos gx - Fysin p, = (28 kN - 4 kNimx 4 m) x 0.894 -24 KNX 0.447=0 kN 
Fy = (Py -grz )sin p + Facos p, = (28 kN - 4 kN/mx 4 m) X 0.447 +24 KNX 0.894~ 26.8 kN 
Sp Sh 6 AE 8 fi AR HR AO E FH, AR TET RY 99 JJ FAS H 39 fi # 3 , Bi DA RSA 49 AO f BUR Ri 60 38 JJ 
Fa Fa 和 轴 力 Fk FRA 
M, = MI - Fnys = 80 kN-m -24 KNX3 m=8 kN-m 
Fë = (Fp ~ Fyn )eos gç — Fusin pe = (16 kN- 20 kN) x 0.894 ~24 KNX ( - 0.447) =7.15 kN 
Fë = ~ Fucos go 一 Fusin g, = ~ 20 KN X0.894 -24 KNX ( - 0.447) = - 7.15 kN 
FS = (Fp ~ Fa )sin gs + Fucos gs = (16 kN —20 kN) x ( — 0.447) +24 kN x 0.894 = 23.24 kN 
FS, = — Pasin go + Fycos g, = —20 KNX ( - 0.447) + 24 kN>0.894= 30.40 kN 
其 余 分 点 截面 上 的 内 力 可 按 相同 的 方法 计算 。 根据 各 分 点 计算 结果 可 以 画 出 三 铵 拱 的 弯 算 图 .前 力图 和 轴 力 
图 ,分 别 如 图 3-27d,e.f 所 示 。 
由 例 3~ 6 的 分 析 不 难看 出 ,三 铵 拱 的 受 力 分 析 与 一 般 静 定 刚 架 并 无 本 质 区 别 。 三 铵 拱 因 有 
支 座 水 平 推力 的 存在 ,截面 上 的 弯 矩 比 相应 简 支 梁 要 小 得 多 。 例 如 , 例 3 - 6 = HEAD A 2.6 截 
EAGEN 8 kN*m, 而 相应 简 支 粱 上述 截 面 的 弯 矩 值 为 80 kN: m. 


3-3-2 ERRNEAR 


图 3 ~ 28a Br RAY = BEBE, LEAR IG T XER J DA , BRET DL E iB E 3 - 28b 所 示 的 力 多 边 形 。 
力 多 边 形 中 的 射线 Fea 12.23 和 Fr PMR BT = Be A NE X Be E RT MEA HERY 
向 。 根 据 在 区 段 分 界 点 处 ,两 侧 的 合力 作用 线 与 分 界 点 上 所 受 外 力作 用 线 必 定 汇 交 于 一 点 的 平 
GAM ,可 以 作出 索 多 边 形 ADEFB ,其 中 索 线 ADDE, EF 和 FB 分 别 表明 了 相应 区 段 上 截面 
一 侧 所 受 合力 的 作用 线 。 对 于 拱 来 说 ,由 于 截面 上 轴 力 一 般 为 压力 ， 故 称 上 述 索 多 边 形 为 拱 的 压 
为 线 。 拱 上 任 一 截面 K 的 形 心 至 相应 区 段 压 力 线 的 垂直 距离 x ASTRES ESR- MA 
力 大 小 的 比值 。rk 愈 大 , 则 说 明 截 面 上 弯 矩 愈 大 ,这 时 拱 轴 的 形状 不 够 理想 ;反之 ,rx 愈 小 , 则 
说 明 截面 上 弯 矩 愈 小 ,这 时 拱 轴 的 形状 比较 理想 。 

压力 线 的 概念 在 砖 石和 混凝土 拱 的 设计 中 有 重要 意义 。 由 于 这 些 材料 的 抗 拉 强度 较 抗 压强 
庶 低 得 多 ,通常 要 求 截面 上 不 出 现 拉 应 力 。 因 此 , 些 力 线 不 应 超出 截面 的 核心 区 。 若 拱 的 截面 为 
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图 3-28 


矩形 ,可 由 材料 力学 算得 核心 区 高 度 为 截面 高 度 的 1/3, 故 压力 线 不 应 超出 截面 三 等 分 的 中 段 范 
fal. 

借助 于 压力 线 的 概念 ,可 以 用 图 解 的 方法 求 出 拱 任 一 截面 上 的 内 力 。 设 拟 确定 某 一 截面 K 
的 内 力 , 可 以 过 K 点 作出 拱 轴 的 切线 和 法 线 (图 3 - 28a) ,再 将 力 多 边 形 中 代表 K 截面 一 侧 所 受 
合力 的 射线 12 沿 K 点 的 切线 和 法 线 方向 分 解 为 两 个 分 力 (图 3 - 28b) , 即 得 截面 的 轴 力 Fx 和 
BIA Foo 截面 的 弯 矩 则 等 于 其 一 全 的 合力 F. XF K 截面 形 心 的 力矩 , 即 Mk = re Pex 。 


3-3-3 合理 拱 轴线 


在 给 定 的 荷载 作用 下 ,能 使 拱 体 所 有 截面 上 弯 矩 为 零 的 拱 轴线 称 为 合理 拱 轴线 。 对 于 受 坚 
向 荷载 作用 的 平 拱 , 由 式 (3-8) 知 


Mx = Mk — Fayx 
当 为 合理 拱 轴 线 时 , 按 上 述 定 义 有 

M=M?- Fyy=0 
由 此 得 到 合理 拱 轴线 的 方程 为 


or 
EVD NTF SE i ER F ES BOP a, BER ER y W S$ TB PRM? 与 支 
座 推 力 FRG te. AME MERE AES. = RM RED Fi 便 确 定 了 ,所 以 只 要 求 
HH ALAN SR A SS A DRL Fs 即 可 求 得 三 贸 拱 合理 拱 轴线 的 方程 。 
83-7 试 求 出 图 3 - 29a RMSE AAR q 作用 下 的 合理 轴线 。 
RM KS RAM SR 3 - wb MBA 
— s 


(3-9) 


支 座 推力 Fa 可 由 式 (3 一 7) 求 得 , 即 


故 由 式 (3 一 9) 得 三 匀 拱 的 合理 轴线 方程 为 
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M° _4 
y= 


由 此 可 见 ,在 竖 疝 均 布 克 载 作用 下 ,三 较 拱 的 合理 轴线 是 二 次 抛物 线 。 

3-8 HREM 3 - 30 所 示 对 称 三 匀 拱 在 赴 土 重量 作用 下 的 合理 轴线 。 设 填 士 的 容重 为 r, RENIE 
荷载 可 表达 为 ae(z)= qc + yy。 

解 本 问题 的 特点 是 分 布 亲 载 入 度 本 身 与 拱 轴 形 状 有 关 。 这 样 , Me 无 法 事先 求 得 ,所 以 不 能 直接 套用 式 
《3 一 ) 求 得 拱 的 合理 轴 级 。 为 此 将 式 (3- 9) 对 x 微分 两 次 ,并 注意 到 当 q 以 向 下 为 正 时 ,中 对- = - 94, 从 而 得 


到 关于 合理 轴线 的 微分 方程 


Py__ g(x) 
dz? Fu 
因 本 例 中 为 计算 方便 将 坐标 原点 取 在 拱 项 处 ,并 取 y 轴 方 向 向 下 , 故 上 式 右 边 应 改 取 正 号 , 即 
fy. ale) a(x) gc 


dz? Fy 

将 分 布 荷载 集 度 4(z) = gc + yy RAER, 
dy _ 7 4 
le 


de! Fy? Fy 
解 此 微分 方程 得 
== = a 
y= Acosh, F. * Bsinh + + 
其 中 常数 A 和 日 可 由 边界 条 件 确定 如 下 ， > 
当 z=0 时 ,>=0, 得 
图 3 30 
Ande 
y 
当 z=0 时 , 绀 ~0, 得 
=o, 
B=0 


于 是 ,有 


以 上 分 析 表 明 ,在 填 土 重 量 作用 下 ,三 铵 拱 的 合理 轴线 是 一 条 县 链 线 。 

A3-9 试 证 明 圆 弧 线 是 三 饼 拱 受 拱 轴 绥 法 线 方向 均 布 延 力 作用 下 的 合理 轴线 。 

证 沿 拱 轴线 法 线 方向 的 均 布 压力 可 由 流体 的 压力 产生 。 证 明 时 可 先 考虑 半圆 形 三 铵 拱 (图 3 - 31a) 的 情 
Ro FAT AR MBAR q 可 以 用 疯 个 垂直 方向 上 等 值 的 均 布 荷载 等 效 普 代 (图 3 一 31b)。 这 因为 如 
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3 一 31c 所 示 ,作用 于 任 一 微 段 ds 上 的 径 向 力 为 gRdp ,其 竖 向 和 水 平分 力 分 别 为 dF, = gRdgeos p 和 dF, = 
qRdesin p ,恰好 就 等 于 没 竖 癌 和 水 平方 向 的 两 种 均 布 荷载 q 作用 于 微 禾 时 产生 的 竖 向 和 水 平 力 。 


(c) (d) 


AL 3-31 


按照 图 3 - 31b 易 求 得 拱 商 支 座 的 竖 向 反 力 均 为 gR ,而 水 平 推力 为 零 。 由 图 3-31d 的 隔离 体 平衡 条 件 ,并 

注意 到 关系 式 sin? p + cos p= 1 可 得 拱 辅 线 上 任意 截面 K 处 的 弯 矩 
Mx = aR(R~ Res g)- sinh aR- Roos e” -0 

PLM, Wf N 0 EE A o 

BARR DER F DUR Er A AR D E E 8 EFE E , A ee EA} EA £ tk 
PROT AR AEF AG CREAR A HE L I BBL — BM ER = Gest A KH. AREA T ES Bl Ua = HRB 
拱 轴 线 法 向 均 布 压力 作用 下 的 合理 轴线 。 

由 以 上 的 分 析 可 知 ,在 不 同 的 荷载 作用 之 下 三 铵 拱 的 合理 轴线 是 不 同 的 。 实 际 工 程 中 一 般 
可 将 主要 荷载 作用 下 的 合理 轴线 ,结合 结构 构造 方面 的 要 求 来 确定 拱 轴 线 的 形状 ,达到 在 实际 荷 
载 情 况 下 拱 内 的 奔 矩 较 小 的 目的 。 对 于 非 竖 向 荷载 作用 或 非 平 拱 的 情况 ， 一 般 不 能 套用 式 (3 一 
9), 此 时 可 以 直接 由 合理 拱 轴 线 的 定义 确定 其 数学 表达 式 。 

对 于 三 铵 拱 的 合理 轴线 ,可 以 用 索 比 拟 的 方法 加 以 形象 化 地 理解 。 设 想 两 定点 之 间 有 一 自 
重 可 忽略 的 悬 索 ,车 将 作用 于 拱 上 的 荷载 施加 于 该 索 上 , 则 所 得 悬 索 的 形状 曲线 倒置 后 就 是 三 锭 
拱 的 合理 轴线 的 形状 。 因 为 索 的 特点 是 所 有 截面 上 只 受 轴 线 方向 的 拉力 , 当 荷 载 反 向 作用 时 ,以 
其 形状 曲线 为 轴线 的 拱 所 有 截面 上 便 只 有 轴 向 压力 作用 。 

当 拱 轴线 为 合理 轴线 时 , 拱 的 压力 线 就 必定 与 拱 的 轴线 重合 。 
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KERER HE TFAAR BIA FB a FH SY BY BY IL GS BE $k 35 HE 
且 杆 件 主要 承受 轴 力 的 结构 。 术 架 是 土木 工程 中 广泛 采用 的 结构 形式 之 一 ,例如 ,工业 与 民用 房 
BARRE 3 - 32a.b) , 格 构 式 电视 塔 \ 输 电 塔 和 起 重 机 塔 架 ( 图 3- 33) ,铁路 和 公路 的 析 桥 (图 
3-34) 等 。 若 上 述 饺 结 体系 无 多 余 约 束 存在 , 则 称 为 静 定 柏 架 ;有 多 余 约束 时 称 为 超 静 定 柏 架 。 
当 顶 架 各 杆 的 轴线 以 及 外 力 的 作用 线 都 在 同一 平面 内 时 , 称 为 平面 棉 架 ;不 在 同一 平面 内 时 称 为 
ZEM. 

实际 术 架 在 分 析 时 常 需 简 化 为 理想 柏 架 。 所 谓 理想 杭 架 应 符合 以 下 三 项 假设 : 

(1) 各 杆 在 两 端 用 理想 匀 ( 光 滑 而 无 摩擦) 相互 联结 。 

(2) 各 杆 的 轴线 均 为 直线 ,并 通过 铵 的 几何 中 心 。 

(3) 荷载 和 支 座 反 力 均 作 用 在 结 点 上 。 


20X8 m= 160m mje— 108 m= 80m -j 


图 3-34 


MERHER TFI ARAB EAH. HARET ee Re E 
HP ARITE KONJ A 5J2y fi RS , bi b S 038 J p 149 FE 09 3248, S RRR, 
析 架 的 材料 应 用 较为 经 济 , 自 重 较 轻 , 并 能 跨越 更 大 的 跨度 。 

实际 的 检 架 一 般 不 完全 符合 上 述 理想 情况 。 例 如 , 锦 栓 架 中 的 杆 件 常 通过 与 结 点 板 焊接 A 
接 或 栓 接 相互 联结 ,混凝土 屋 架 各 杆 是 连续 浇筑 或 装配 整体 浇筑 而 成 的 ,其 结 点 均 具 有 一 定 的 网 
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性 ,各 杆 之 间 的 角度 几乎 不 能 变动 ;在 结 点 处 枯 架 各 杆 件 揭 轴 线 有 时 不 完全 交 于 一 点 ,存在 一 定 
偏差 ; 杆 件 的 自重 以 及 作用 到 杆 件 上 的 风 荷 载 等 并 非 作用 在 术 架 的 结 点 上 等 。 但 实际 工程 中 柏 
架 的 各 杆 件 一 般 比 较 细 长 , 仍 以 承受 办 力 为 主 ,在 计算 丁 件 轴 力 时 可 以 采用 理想 栅 架 的 计算 简 
图 。 在 工程 设计 中 ,通常 是 将 按 术 架 的 理想 情况 算得 的 杆 件 轴 力 称 为 主 内 力 ,与 此 相应 的 正 应 力 
册 称 为 主 应力 ;将 由 于 理想 情况 不 能 完全 实现 而 产生 的 附加 内 力 称 为 次 内 力 (其 中 主要 是 次 弯 
矩 ), 由 次 内 力 产生 的 应 力 称 为 次 应 力 。 本 节 中 只 中 于 讨论 杜 架 主 内 力 的 计算 。 术 架 的 次 内 力 一 
般 较 小 而 可 以 忽略 ,必要 时 可 以 根据 杆 件 受 力 和 结构 构造 方面 的 特点 , 按 简 化 模型 计算 。 在 设计 
和 施工 中 ,一 般 应 加 免 析 架 产生 较 大 的 次 内 力 。 

iB BI Ft: , 按 其 所 在 位 置 的 不 同 , 可 以 分 为 纺 杆 和 用 村 两 大 类 。 静 杆 是 组 成 水 平 桐 架 上 、 
下 边缘 的 杆 件 ,分 为 上 弦 杆 和 下 弦 杆 ; 腹 杆 是 在 上 、 下 弦 杆 之 间 的 联系 杆 件 ,包括 斜 杆 和 竖 杆 {图 
3-32b)。 藤 杆 上 两 相 邻 结 点 之 间 的 水 平 距离 d 称 为 结 间 长 度 , 两 支 座 间 的 水 平 距离 称 为 跨度 ， 
上 .下 弦 杆 上 结 点 之 间 的 最 大 竖 向 距离 A 称 为 术 高 。 

按照 几何 构造 方面 的 特点 , 静 定 平面 析 架 可 以 分 为 以 下 三 类 ， 

(1) 简单 杭 架 一 一 由 基础 或 一 个 基本 铵 结 三 角形 开始 ,依次 增加 二 元 体 所 构成 的 析 架 (外 3 
—35a)o 

(2) 联合 术 架 一 一 由 几 个 简单 杭 架 ,按照 几何 不 变 体系 的 基本 组 成 规则 联 成 的 柏 架 (图 3 — 
35b.c), 

(3) SLAHTR—— Aik EE BP Hy KA R 69 AAT AR (EB 3 ~ 354), 


. a 
2 pesos 


W 3-35 


MEAN HIRTIE RANE y oF GT TART RES = fa é Wi BRE HTE CE 3 — 36a、b、e 
和 d); 或 者 按 支 座 处 有 无 推力 分 为 梁 式 术 架 (图 3 - 36) 和 拱 式 柏 架 (图 3- 35b) 等 。 

杭 架 杆 件 的 内 力 规定 以 受 拉 为 正 。 在 计算 时 可 以 假定 杆 件 的 未 知 轴 力 为 拉力 ,车 所 得 结果 
为 负 , 则 为 压力 。 在 计算 顶 架 杆 件 的 内 力 时 ,可 以 按 需 要 截取 术 架 中 的 一 部 分 作为 隔离 体 ,由 隔 
离 体 的 平衡 条 件 求 出 杆 件 的 未 知 轴 力 。 如 果 截取 的 隔离 体 只 包含 一 个 结 点 ， 就 称 为 结 点 法 ;如 果 
截取 的 隔离 体 包含 两 个 以 上 的 结 点 ， 就 称 为 裁 面 法 。 
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图 3-36 


3-4-1 结 点 法 


结 点 法 是 截取 桥架 的 结 点 为 隔离 体 求解 顶 架 杆 件 内 力 的 方法 。 作 用 于 平面 顶 架 任 一 结 点 的 
各 力 (包括 荷载 , 支 座 反 力 和 杆 件 轴 力 ) 组 成 一 平面 汇 交 力 系 ,就 每 一 个 结 点 可 以 列 出 两 个 平衡 方 
程 ,对 于 有 个 结 点 的 平面 析 架 可 以 列 出 2* 个 平衡 方程 ,其 数量 恰好 等 于 静 定 平面 术 架 的 链 杆 
(包括 支 座 链 杆 ) 约 束 数目 。 因 此 ,从 原则 上 讲 , 联 立 求解 上 述 2n 个 平衡 方程 ,就 可 以 求 得 术 架 
所 有 杆 件 的 轴 力 和 支 座 反 力 。 

为 了 避免 解 联 立 方程 ,可 从 未 知 力 不 超 过 两 个 的 结 点 开始 ,依次 进行 。 例 如 ,在 计算 图 3 ~ 
37a 所 示 的 桥架 时 ,可 以 先 根据 栓 架 的 整体 平衡 条 件 求 得 如 图 所 示 的 支 座 反 力 ,此 时 枯 架 结 点 1 
处 上 只 有 两 个 未 知 力 。 取 结 点 1 AARE 3- 37b), h FERESE, = 0 可 求 得 13 杆 的 轴 力 
Fyn = - 100 kN, H DF, =0 349 12 杆 的 轴 力 Fs = 60 kN。 求 得 Fw 之后, 结 点 2 处 仅 余 两 
个 未 知 力 , 取 结 点 2 为 隔离 体 (图 3 - 37c) ,由 平衡 条 件 可 求 得 Fw, = 60 KN, Fw = 80 kN。 再 取 
结 点 3 为 隔离 体 (图 3- 37d) ,可 求 得 Fru = 0, Pros = -60 kN, 以 此 类 推 。 


80kN 80kN 


F,,=80kN Fa = 80KN 
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因为 简单 桐 架 是 由 一 个 基本 铵 结 三 角形 (或 基础 ) 开 始 依次 增加 二 元 体 所 构成 的 ,所 以 在 采 
用 结 点 法 求解 时 ,总 可 以 按照 上 述 增加 或 去 除 二 元 体 的 顺序 求 出 所 有 杆 件 的 内 力 。 

在 应 用 结 点 法 时 ,利用 结 点 平衡 的 某 些 特殊 情况 , 常 可 以 判定 术 架 中 某 些 杆 件 的 轴 力 为 零 ， 
称 作为 零 杆 ; 或 者 可 以 判定 与 某 一 结 点 相 联 的 两 杆 内 力 数值 相等 ,从 而 使 计算 得 以 简化 。 这 几 种 


特殊 情况 是 : 


Fro 
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(1) 两 杆 结 点 上 无 外 力作 用 时 (图 3 — 382) , 则 两 杆 均 为 零 杆 。 

(2) 两 杆 在 一 直线 上 的 三 杆 结 点 上 无 外 力作 用 时 (图 3 - 38b) , 则 侧 杆 为 零 杆 ,而 在 同一 直线 
上 的 两 杆 的 轴 力 必定 相等 , 且 性 质 ( 指 受 拉 或 受 压 ) 相 同 。 

(3) 直线 交叉 形 四 杆 结 点 上 无 外 力作 用 时 (图 3 - 38c) , 则 在 同一 直线 上 两 杆 的 轴 力 相等 , 且 
性 质 相同 。 

(4) 侧 杆 颁 角 相等 的 K 形 结 点 上 无 外 力作 用 时 (图 3 - 38d), 则 两 侧 杆 的 轴 力 相等 , 且 性 质 
相反 。 

对 于 图 3- 37a 所 未 的 枯 架 , 结 点 9 符合 上 述 情况 (1) ,因而 有 Fw = 0, Fw =0; 结 点 5 符合 
情况 (2) ,因而 有 Fws =0; 结 点 2.6 的 情况 类 似 于 情况 (3) ,有 Frs = Fw = 80 kN。 

若 栓 架 处 于 对 称 或 反对 称 的 受 力 状态 ,在 分 析 时 只 需 计 算 半 边 枯 架 杆 件 的 内 力 , 另 外 半边 杆 
件 的 内 力 可 以 根据 对 称 或 反对 称 的 性 质 得 到 。 此 外 ,利用 受 力 状态 对 称 或 反对 称 的 特点 也 常 可 
使 计算 进一步 简化 。 例 如 ,图 3 - 37 所 示 的 析 架 在 撤去 零 杆 79 和 89 之 后 即 属于 对 称 受 力 状态 ， 
这 就 要 求 杆 43 与 47 的 轴 力 大 小 相等 ,生性 质 相同 。 但 因 杆 45 是 零 杆 , 结 点 4 符合 上 述 情况 
(4), 它 讲求 两 斜 杆 的 轴 力 性 质 相反 。 由 于 上 述 两 种 结论 是 矛盾 的 ,因而 可 以 判定 Fws = Fy = 0。 
如 果 结 点 4 上 也 作用 有 竖 向 荷载 (图 3 ~ 39a), 则 可 以 利用 两 斜 杆 内 力 相等 的 特点 ,由 结 点 4 


(b) 


@ 


tm} 


BOKN BOKN 80kN 80kN 80kN 


F— 4X3 m-12 m +] F— — 4X3 m=12 m+ 


图 3-39 
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BE EDF, =0 求 出 两 杆 的 轴 力 Fxs = Fu = 50 kN; 如 果 将 作用 于 结 点 6 上 的 荷载 改 为 竖 
直 向 上 , 且 大 小 不 变 ( 图 3- 39b) , 则 桥架 处 于 反对 称 的 受 力 状态 ,应 有 Fins = — Fro ,结合 结 点 
平衡 的 特殊 情况 (2) ,就 可 判定 Fras = Fns =0。 

例 3-19 试用 结 点 法 求 图 3- 40a 所 示 术 架 各 丁 的 轴 力 。 

E ”首先 求 出 支 座 反 力 如 图 3 一 40a 所 示 。 因 顶 架 的 每 一 个 结 点 上 至 少 有 三 根 杆 件 与 之 相 联 ,直接 运用 结 
点 法 就 需求 解 联 立 方程 。 为 简化 计算 ,可 根据 该 析 架 内 部 对 称 的 特点 ,将 荷载 和 支 座 反 力 分 解 为 对 称 ( 图 3- 
40b) 和 反对 称 (图 3 - 40c) 两 种 情况 。 


图 3-40 


在 图 3 — 40b 的 对 称 外 力作 用 下 AER B 属于 侧 杆 倾角 相同 的 玫 形 结 点 ,可 判定 杆 BD 和 BF 都 是 办 
A TRG DFE RAA OMT. MA D 为 隔离 体 (图 3-41a), h EF, =0 得 


Fwnacos 45° = ge, Fype -2r, 


BHI, =08 
a geek 
Fupa = Fu sin 45° = 本 


然后 可 取 结 点 A WEAN ER (PR 3 - 41b), HEF, =0 得 


@ 2) Tong ®) fa] © ç 
Fy £ Fear =, Á a 
s] N ZA Te Na 

Fryos 


o & f° © {? à 
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Fucsin 4+ 52=0, Fue = -Br En) 


BASF, =0 得 
Fum + Fuecae45 T=0, Foun= Pr 
最 后 取 结 点 G 为 师 离 体 (图 3- 41c) HEF, =0 得 
Fue = - 22 p,n 45"= - Fo( 压 力 ) 


于 是 ,可 按照 内 力 对 称 的 原则 标 出 术 架 各 杆 的 内 力 ,如 图 3 一 40b 所 示 。 

在 图 3- 40c 的 反对 称 外 力作 用 下 ,根据 桥架 内 力也 应 该 反对 称 的 特点 ,可 
以 判定 EG 杆 的 轴 力 ( 属 对 称 内 力 ) 必 定 为 零 , 然 后 可 进一步 判定 杆 件 AE CE, Fy 
DG 和 FG 均 为 零 杆 。 依 次 取 结 点 D 和 A 为 隔离 体 (图 3 - 41d .e) ,由 结 点 平衡 n 
条 件 得 | 


F, F, Oz 2 
Fron = Zr, Fan = 1 Fras = 3 


于 是 ,可 按照 内 力 反 对 称 的 原则 标 出 术 架 各 杆 的 内 力 ,如 图 3 一 40c 所 示 。 
将 图 3- 40b\e 相应 杆 件 的 内 力 登 加 , 即 可 得 到 原 枯 架 的 最 终 内 力 ,如 图 3- 42 所 示 。 


3-4-2 截面 法 


在 桥架 分 析 中 ,有 时 仅 需 或 者 是 先 需求 出 某 一 (或 某 些 ) 指 定 杆 件 的 内 力 ,这 时 一 般 用 裤 面 法 
比较 方便 。 鹤 面 法 是 用 适当 的 截面 ,截取 术 架 中 包含 两 个 以 上 结 点 的 部 分 为 隔离 体 。 此 时 ,作用 
在 卫 离 体 上 的 各 力 通常 构成 平面 一 般 力 系 , 可 以 建立 三 个 平衡 方程 。 因 此 ,只 要 隔离 体 上 的 未 知 
力 不 超 过 三 个 ,一 般 都 可 以 利用 这 三 个 平衡 方程 解 得 。 例 如 ,图 3 - 43a ATR BR, 
但 每 一 个 结 点 上 均 有 三 根 杆 件 的 轴 力 是 未 知 的 ,所 以 无 法 单独 从 -个 结 点 突破 求解 。 分 析 其 组 
R WI JE He BOP AE AR BES = FI ABC 和 DEF 用 三 根 链 杆 相 联 构成 的 , 现 用 截面 法 截断 上 述 三 
MEI BEATE DEF 为 隔离 体 (图 3 — 43b) ,利用 平面 一 般 力 系 的 三 个 平衡 方程 ,可 以 求 
出 AD.BE 和 CF 三 杆 的 轴 力 。 此 后 , 便 可 应 用 结 点 法 求 出 其 余 杆 件 的 轴 力 。 


图 3-43 


为 简化 内 力 计算 ,在 应 用 截面 法 分 析 静 定 枯 架 寻 应 注意 以 下 两 点 : 
(1) 选择 丛 当 的 截面 和 适宜 的 平衡 方程 ,尽量 避免 方程 的 联 立 求解 。 
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(2) 利用 刚体 力学 中 力 可 沿 其 作用 线 移动 的 特点 ,按照 解 题 需要 可 将 杆 件 的 未 知 轴 力 移 至 
恰当 的 位 置 进行 分 解 ,以 简化 计算 。 

对 于 图 3- 43b ARHAR, BRAD, =0, DF, =0, XM =0 三 个 平衡 方程 ,一 般 需 要 
联 立 求解 三 杆 的 未 知 轴 力 ,计算 麻烦 ;但 若 分 别 对 其 中 两 杆 延 线 的 交点 取 力 矩 平衡 方程 , 则 每 一 
个 方程 中 只 含有 一 个 未 知 轴 力 ,可 以 方便 地 求解 。 例 如 ,在 计算 BE 杆 的 轴 力 时 ,可 以 对 AD. 
CF 两 杆 延 长 线 交 点 O( 图 3- 43c) 取 矩 。 但 此 时 未 知 力 Fua tO AWD r 计算 比较 麻烦 。 
为 此 可 如 图 将 Fwzs 在 BE 杆 与 CF 杆 延 长 线 交点 处 沿 水 平和 竖 直 方向 进行 分 解 ,其 竖 向 分 量 
FE 对口 点 无 力矩 产生 ,而 水 平分 量 Fst O 点 的 力 臂 容易 按照 几何 关系 确定 为 2z 。 由 隔离 
体力 矩 平 衡 方程 之 Mo = 0 可 得 


Fr x Fat Fy x dat Frey X20=0, F, = - 2, + Fa) 


然后 再 根据 几何 关系 求 得 


Fu = - 22 Fp + Fa) 


其 中 负 号 表示 BE 杆 为 受 压 。 
例 3- 11 试 求 图 3- 44a PARE ab Me 三 杆 的 内 力 。 
解 ” 先 求 出 桥架 的 支 座 反 力 ,为 

Fy =80 kN, F, =40 kN 
w J, gu 


Fuson] 40kN 40KN 40kN fazion 


F 6X3 m=18 m -= 


Fa=80kN 40KN 40kN 


F,,=80 KN 40kN 
一 ee- 


图 3-44 


ARH a Mo 的 内 力 , 作 截面 了 一 工 并 到 左边 部 分 为 隔离 体 (图 3 - 44b)。 求 杆 a 的 内 力 Fs 时 , 取 杆 5 与 杆 24 
的 交点 4 为 矩 心 ,并 将 Fw, 在 结 点 5 处 分 解 为 水 平和 坚 直 方向 两 个 分 力 F.. RI F, ,由 力矩 平衡 方程 

EM, =80 KNX6 m—40 KNX3 m+ F,, x3 m=0 
得 
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Fa = - 120 kN 
再 由 Fw, 与 PF 之 间 的 比例 关系 , 求 得 
Fy, = — 123.69 kN (压力 ) 
REF b 的 内 力 Fw 时 , 取 杆 a 与 杆 24 的 交点 O 为 矩 心 。 先 由 几何 关系 确定 O 点 的 位 置 如 图 所 示 , 并 将 Fn 在 
结 点 4 分 解 (图 3- 44b) ,由 力矩 平衡 方程 
EMo= -80 KNX6 m+ 40 ENx9 m+ Fy, X 12 m=0 
得 
Fe = 10 kN 
故 
Fy, = 16.67 kN 
ARE c KAH Fs EREI- [并 取 左 边 部 分 为 隔离 体 ( 图 3 - 44c)。 因 杆 46 和 57 都 位 于 水 平方 向 ,两 
村 内力 均 无 竖 向 分 力 ,由 竖 向 力 平衡 方程 
EF, =80 kN- 2x40 kN+ F, =0 
得 
Fy =F, =0 
EFA AR DOR TAR A H , AR Fri iF ij 331189 B gl =4- ST BA HW R 
体 的 三 个 平衡 方程 将 其 全 部 解 出 。 但 对 于 某 些 特殊 情况 , 仍 可 利用 平衡 条 件 解 出 其 中 某 一 杆 件 
的 未 知 内 力 ,使 分 析 取 得 突破 。 例 如 ,对 于 例 3 - 10 的 析 架 ,车 取 截 面 1 IR 3 - 45a 所 示 ， 


图 3-45 


WE 3 — 4Sb 所 示 的 隔离 体 上 共 截 断 四 根 杆 件 。 由 于 除 AB 杆 外 的 其 余 三 杆 相互 平行 , 故 由 
>F, =0 可 得 

Fesin 45° + sin 45° ~ Fwaasin 45°=0 
可 解 得 


此 后 , 便 可 利用 结 点 法 求 出 枯 架 其 余 杆 件 的 内 力 。 又 如 ,对 于 图 3 - 46 所 示 的 析 架 ,为 求 村 a 的 
内 力 可 作 截 面 I - 工 , 此 时 虽 截 疡 了 五 根 杆 件 , 但 因 除 杆 a 外 其 余 杆 件 的 延长 线 均 交 于 A 点 ,所 
ARI- 工 所 围 部 分 为 隔离 体 ,将 Fu BEB ANH, OM, =0 得 
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Fox2d+F,X3d=0 
故 


利用 几何 关系 ,可 求 得 


Fy, Gr, = -GF ED) 


运用 截面 法 有 时 需 取 一 个 以 上 的 截面 ,然后 列 出 不 同 的 隔离 体 
平衡 方程 , 联 立 解 得 杆 件 的 未 知 内 力 。 例 如 ,图 3 - 47a FRANE 3xa 
从 几何 构造 上 分 析 属 三 刚 片 问题 ,其 求解 方法 与 图 3 - 47b 所 示 三 
铵 刚 架 的 求解 相似 。 求 解 三 铵 刚 架 时 ,可 以 将 其 中 的 一 个 接 (如 铵 图 3-46 
4 ) 拆 除 , 代 以 两 个 未 知 的 约束 力 (Fw s Fpa )》, 列 出 整体 和 局 部 对 于 
另 两 个 铵 的 力矩 平衡 方程 并 联 立 求解 , 即 可 求 得 上 述 未 知 约束 力 。 对 于 图 3 - 47a ROHR, 
可 分 别 作 截 面 m — m Mn- n ITERE I , ASE AB 和 C 支 座 链 杆 ,然后 分 别 取 
m — m fl n — n MERA SRE K. PJ ih AF5 BC I I )D3CH , 芽 ) 的 力矩 平衡 方程 。 两 
个 方程 中 均 只 有 AB 村 的 轴 力 和 C 支 座 的 竖 向 反 力 未 知 ,将 方程 联 立 便 可 解 得 。 这 样 ,其 余 杆 
件 的 内 力也 就 可 迎刃而解 。 


图 3-47 
3-4-3 截面 法 和 结 点 法 的 联合 应 用 


在 梅 架 计算 中 , 若 某 一 杆 件 的 内 力 仅 攒 借 一 个 结 点 的 平衡 条 件 或 只 作 一 次 截面 均 无 法 解 得 
时 , 常 可 将 截面 法 和 结 点 法 联合 应 用 ,以 求 突破 。 
3-12 试 求 图 3- 48a RH ab Me 三 杆 的 内 力 。 
解 ” 先 求 出 术 架 支 座 反 力 如 图 。 为 求 本 a HAH EREI ~ I 并 取 其 左 部 为 琐 离 体 。 此 时 因 徐 断 了 四 根 
杆 件 , 故 仅 由 此 截面 尚 不 能 求解 。 为 此 ,可 裁 取 结 点 K 为 隔离 体 (图 3 - 48b) ,由 K 形 结 点 的 平衡 特性 可 确定 a、 
c 两 杆 内 力 之 间 的 关系 为 
Fu=~Fw 或 FF。=-F 
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4kN 8kN 8KN 8kN 8kN 8kN 4kN 


@ œ) 


s 
l 
1 `=. 


再 根据 截面 1 - IZ%MWWiIK2 F, = 0.8 
24 KN-4 kN-8 kN-8 kN+2F,, =0 
可 解 得 
F = -2 kN 
由 比例 关系 得 


Fy, = -2 nx B= 3.61 KN (压力 )， F. = - Fx. =3.61 kN 


Mela AT RUBIK EP RRA Me = 0 进一步 求 得 Fao RA Fa EN tO RRR I - UL 。 此 
时 虽 截 断 了 四 根 杆 件 ,但 除 杆 5 之 外 其 余 三 杆 都 通过 DD A, ae RTR (£ 0 y E Y DM, = 0, 有 
24 KNX6 m- 4 KNX6 m—8 kNX3 m+ Fy X4 m= 0 

得 
Fw = -24 kN GEA) 
对 于 梅 架 中 无 荷载 作用 的 K t OB E AR WEF AAS), BAL HS 
同 ,但 仍然 可 以 根据 其 平衡 特点 ,确定 侧 杆 内 力 之 间 的 比值 。 


3-4-4 各 类 梁 式 析 架 的 比较 


梁 式 检 架 可 以 看 作 是 由 梁 演化 而 来 ,图 3 — 49 分 别 示 出 了 同样 跨度 的 梁 和 常见 梁 式 析 架 ,在 
相同 均 布 荷载 (图 中 已 化 为 量 岗 为 1 的 结 点 荷载 ) 作 用 下 的 内 力 情况 。 由 图 中 可 见 , 榭 架 的 外 形 
对 于 杆 件 内 力 的 分 布 有 很 大 影响 。 平 行 艾 杭 架 ( 图 3 - 49c) 弦 杆 的 内 力 由 轿 中 向 两 端 递减 ;而 三 
角形 术 架 (图 3 - 49e) 弦 杆 的 内 力 却 由 跨 中 向 两 端 递增 。 这 是 因为 柏 架 是 依靠 上 、 下 藤 杆 的 内 力 
形成 截面 弯 矩 的 , 弦 杆 的 内 力 可 表达 为 


reall 
式 中 M° 为 同样 跨度 简 支 梁 ( 图 3 - 490) AA AT RS 8 B R (A 3 - 49b) ,> 39 324. N 
JE. f 8, CER AB TE BRE FAL , 0) SCR 009536 E Hey, EE ask 
Hh. BL3F471 2832 FF REAR A tH ES YR SE RT Ja E 
由 跨 中 向 两 端 按 线性 规律 递减 , 快 于 M" HRS BB | Er D1 32 FF A D i PS th a 95 58 
BOW. AAR EKA — RMR EBH EI 3 - 49d) 8 Fk FE £ LRA k 3 H 
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{b) 


图 3-49 


OWIES M° 一 样 均 按 抛物 线 规律 变化 , 故 各 下 弦 杆 内 力 以 及 各 上 避 杆 水 平分 力 的 大 小 均 
AS RRA LRA RPS, 

FAS HRS FE I DR 892 Dt EF A AE OP B) i Nl 
503838 5 HO TE TAR LOR APT RR Ot PE PB A E i JEA h EAT 
轴 力 平衡 , 故 腹 杆 内 力 为 零 ; 三 角形 桥架 的 腹 杆 内 力 则 由 中 间 向 两 端 递减 。 

折线 形 术 架 的 外 形 一 般 取 比较 接近 于 抛物 线形 桥架 ,此 时 两 者 的 内 力 分 布 情况 也 比较 接近 ; 
而 梯形 析 架 是 介 于 平行 弦 和 三 角形 衔 架 之 间 的 一 种 析 架 形式 。 
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不 同类 型 的 顶 架 具有 不 同 的 受 力 特 点 ,在 柄 架设 计时 应 子 以 充分 考 虚 。 同 时 ,在 设计 中 需 综 
合 桥架 使 用 功能 方面 的 要 求 ,所 受 荷载 的 情况 ,材料 ,制作 工艺 以 及 结构 构造 方面 的 差异 ,合理 地 
加 以 选择 。 例 如 ,木屋 盖 中 的 木屋 架 一 般 采 用 三 角形 ,这 一 方面 有 利于 发 挥 作为 弦 杆 的 整 根木 材 
的 强度 , 另 一 方面 使 于 满足 瓦 尾 面 防水 所 要 求 的 较 大 坡度 。 钢 屋 架 常 采 用 梯形 ,此 时 弦 杆 内 力 分 
布 比较 均匀 , 且 因 上 弦 在 半 跨 范围 无 折 点 而 便于 结 点 构造 ,也 有 利于 上 弦 抵抗 因 结 间 荷 载 引起 的 
次 恋 矩 ,对 着 材 防水 屋面 的 坡度 要 求 亦 易 满 足 。 混 凝 土屋 架 一 般 是 现 浇 的 ( 腹 杆 常 为 预制 的 ) ,上 
弦 杆 的 弯 折 不 会 引起 结 点 构造 方面 的 困难 或 强 杆 抗 弯 强度 的 损失 ,结合 屋面 防水 坡度 方面 的 要 
求 , 常 采用 比较 接近 于 抛物 线形 的 折线 形 柏 架 。 


3-4-5 FABRE 


AEPA Be BR ae TSR B bL Ah Sa A BR AR HE A SY EE OR A FR RR 
法 不 失 为 一 种 颇 有 有 效 的 解 题 方法 。 这 一 方法 的 基本 思路 是 :通过 杆 件 (包括 支 座 链 杆 ) 之 间 的 
替代 ,简化 杭 架 的 几何 构造 ,然后 再 使 简化 后 术 架 杆 件 的 内 力 恢复 到 原 结构 的 状态 。 

图 3 — 50a 所 示 的 桥架 可 以 按 前 所 述 利用 对 称 性 或 按 三 刚 片 问题 求解 ,但 前 - .种 方法 在 玫 何 
尺寸 不 对 称 时 就 无 法 使 用 ,而 后 一 种 方法 需 作 两 次 截面 建立 联 立方 程 。 以 下 介绍 如 何 运用 杆 件 
替代 法 来 求解 。 
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若 将 该 枯 架 C 支 座 处 的 链 杆 拆除 , 面 代 之 以 DE 之 间 增 设 链 丁 , 则 可 得 到 图 3 - 50b 所 示 
的 简单 桥架 。 此 时 机 架 内 力 易 求 得 ,其 中 Fure = 212 F,。 为 使 村 件 替代 之 后 ,所 得 术 架 的 内 力 


与 原 结构 相符 ,可 在 C 支 座 处 作用 未 知 反 力 X( 图 3 - 50c) ,此 时 可 求 得 Fue =%, 因 实际 结构 


中 并 不 存在 DE 杆 , 所 以 C 支 座 真实 的 反 力 应 使 图 3 — 50b c RAR ARAM, DE 杆 的 内 
DHAR. 


3⁄2 


8 += 


Fp > 0 
解 得 


3⁄2 
FH) 


通过 以 上 杆 件 替代 求 得 CRE AZ HRA 7 DT, A 3 — 50d 所 示 。 
以 士 杆 件 蔡 代 法 的 基本 思路 ,也 可 以 用 于 杭 架 中 n 个 杆 件 同时 被 替代 的 情况 。 根 据 > + 
代 杆 中 内 力 为 零 的 条 件 ,可 以 解 出 n 个 被 替代 杆 中 的 未 知 轴 力 。 


§3-5 组 合 结构 


X=- 


组 合 结构 是 指 由 车 寺 链 杆 和 刚 架 式 杆 件 联合 组 成 的 结构 ,其 中 链 杆 只 承受 轴 力 , 称 为 二 力 
杆 ; 刚 架 式 杆 件 则 一 般 受 到 尊 逢 .前 力 和 轴 力 的 共同 作用 。 组 合 结构 常用 于 房 层 建筑 中 的 恬 架 、 
吊车 染 以 及 桥梁 等 承重 结构 。 例 如 ,图 3 Sia 所 示 的 下 撑 式 三 忱 组 合 屋 架 和 图 3 - 52 所 示 的 悬 
是 式 桥梁 均 属于 组 合 结构 。 根 据 组 合 结构 中 两 类 杆 件 受 力 特点 的 差异 ,工程 中 常 采用 不 同 的 材料 
制作 以 达到 经 济 的 目的 。 例 如 ,组 合 屋 架 的 上 弦 一 般 设 计 为 混凝土 构件 ,下 驻 拉杆 则 可 采用 型 钢 构 
件 ,而 撑 杆 可 用 混凝土 或 型 钢 制 作 。 其 吊 式 桥梁 的 跨度 较 大 时 ,可 以 将 加 劲 滩 换 为 加 劲 克 架 。 
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静 定 组 合 结构 受 力 分 析 的 基本 原理 仍 与 一 般 静 定 结构 相同 ,通常 可 先 求 出 支 座 反 力 ,计算 各 
链 杆 的 轴 力 ,然后 再 分 析 受 弯 杆 件 的 内 力 。 分 析 时 需 特 别 注意 区 分 两 类 不 同性 质 的 杆 件 。 例 如 ， 
车 选择 图 3- 51b 的 端 结 点 隔离 体 , 需 注意 不 宜 遗 泼 受 弯 杆 (上 弦 杆 ) 的 剪 力 Faac 。 另 外 , 需 留意 
受 弯 杆 的 轴 力 和 剪 力 可 沿 杆 长 发 生变 化 。 

例 3- 13 试 分 析 图 3~53a 所 示 组 合 结构 的 内 力 。 

解 ” 先 由 结构 的 整体 平衡 求 得 支 座 反 力 ; 

Fa=0, Fy=40kN(4), Fy =20kN (+) 
He ARG I L RIAA A FAR A ,出 
E Me =20 kNXx4.5 m- Fyne XI m=0 
得 
Fune =90 kN (拉力 ) 

以 下 便 可 通过 结 点 D 和 至 的 平衡 条 件 , 求 得 其 余 链 杆 的 内 力 (图 3- 53b) 。 


(©) 20 
a 图 (单位 KN-m) 


(d) 
Fo 图 (单位 kN) 


RBH AC 和 BC 的 内 力 可 以 利用 隔离 体 平衡 条 件 求 得 。 更 为 简捷 的 方法 是 直接 运用 力学 基本 概念 进行 
分 析 : 因 DE 杆 与 受 咨 杆 平行 , 链 杆 DF 和 EG 又 与 之 垂直 ,可 判定 受 弯 杆 全 长 受 轴 向 压力 90 KN 2H F FG 
点 的 弯 矩 分 别 为 

My = Fa X2.5 m~ Fue XI m— 30 KNX t m= -20 kN-m ( F f 241) 
Me = Fyg X2.5 m- Fype X 1 m= - 40 kN-m (EMER) 
Ft DE TI i S A ab E H FE fE RO SE EE, 3F 4838 SS fE ih HD, SUT 3 — 53c.d 所 示 。 

例 3- 14 试 计算 图 3 - 54sa PRAMAS PRR EES EH 
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解 ” 先 求 得 支 座 反 力 如 图 所 示 。 因 A 支 座 水 平 链 杆 不 受 力 ,所 以 结构 处 于 对 称 受 力 状态 。 于 是 ,可 判定 
Fnm = Fww, 且 点 处 无 前 力 存 在 (在 对 称 面 上 甬 力 属 反 对 称 内 力 )。 

EREL- 1 ,以 其 右 部 为 隔离 体 { 图 3 一 54b), 可 写 出 对 于 J 点 的 力矩 平衡 方程 

Fyne X 3a + Fyne X¥20 + Fa, X¥2a + g X2a+a-2quX2a=0 
再 考虑 HBF 部 分 对 下 点 的 力矩 平衡 ,有 
Fnno ta + Fry: xyIa=0 
结合 Fun = Fare BRIE TEAS BEER A , FEE OR 8 3 OS HE OE PH 3 - 54c 所 示 。 

AON OS FT ELIE FH FEAT Fs GE Es, D FRSE RNR O SL; 
FRR ES 238 ARF Rb HE HO AE PGR PE DB 段 和 BH E ÉS S E P; Fwnc 链 杆 的 竖 向 分 力 
引起 HB B 00 S58 HEA, Fun = VY2ga; 再 由 HBF 部 对 正点 的 力矩 平衡 求 得 Fnws =2ga; 最 后 ,可 以 根据 对 称 性 
得 到 另 半边 结构 的 内 力 。 

车 将 例 3 - 14 的 刚 架 中 匀 下 的 位 置 上 移 , 如 图 3 - 55a 所 示 , 则 结构 的 受 力 状态 不 再 对 称 ， 
求解 就 变 得 较为 困难 。 此 时 ,如 图 3 - 55b 所 示 , 可 将 刚 片 EAG M HBF 视 作 链 杆 ,将 链 杆 GH 
视 作 刚 片 ,然后 按 三 刚 片 问题 进行 求解 ; 即 用 m- m 截断 形成 无 穷 远 处 虚 铵 的 链 杆 CH 和 EG , 
Ay FN POE CAT ,区 ) 和 出 片 工 \ 亚 联合 体 对 虚 铵 ( 工 , 世 ?的 力矩 平衡 方程 联 立 解 得 以 上 两 链 
杆 的 轴 力 ,问题 便 可 迎刃而解 。 其 中 EAG 部 的 弯 矩 可 根据 虚拟 链 杆 EG 的 轴 力 按 图 3 — 5Sc 求 
得 。 


图 3-55 
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§3-6 静 定 空间 结构 


如 果 结 构 各 杆 件 的 轴线 或 是 所 受 的 外 部 作用 不 在 同一 平面 内 , 则 结构 一 般 处 于 空间 受 力 状 

态 , 这 类 问题 的 分 析 称 为 空间 结构 的 分 析 问 题 。 若 此 时 结构 无 多 余 约 东 , 则 称 为 是 静 定 的 ,否则 
就 是 超 静 定 的 。 图 3 - 56a 所 示 为 工业 与 民用 房屋 中 常见 的 超 静 定 空 间 刚 架 结构 ;图 3 — 56b 所 
示 为 一 静 定 实 间 机 架 的 立 曾 和 半 平 面 图 , 因 其 杆 件 皇 网 状 构成 并 形成 过 体外 形 , 所 以 常 称 为 网 这 
结构 。 
”由 理论 力学 可 知 ,空间 一 动 点 有 3 个 自由 度 , 相 应 地 空间 汇 交 力 系 有 三 个 平衡 条 件 , 可 表达 
为 

UF,=0, XF,=0, UF,=0 
空间 一 刚体 有 6 个 自由 度 , 相 应 地 空间 一 般 力 系 有 六 个 平衡 条 件 , 除 以 上 所 列 三 个 力 的 平衡 条 件 
外 还 包括 三 个 力矩 平衡 条 件 ,可 表达 为 

EM,=0, XM,=0, SM.=0 
静 定 空间 结构 的 反 力 和 内 力 均 可 由 以 上 静 力 平衡 条 件 求 出 ,而 且 解 答 是 惟一 的 。 

(a) (b) 


ARIN ZAN 
ANSINNIZVVN 


图 3-56 
3-6-1 静 定 空间 刚 架 


在 空间 受 力 状 态 下 , 刚 架 杆 件 截面 上 的 内 力 一 般 可 按 矢量 合成 原理 分 解 为 六 个 内 力 分 量 , 包 
括 沿 杆 件 纵 轴 的 轴 向 力 Fa , 沿 模 截面 两 正 交 方向 的 剪 力 Fa .Fa 三 个 力 分 量 , 以 及 绕 纵 轴 的 扭 
SM, 和 绕 横 截 面 上 述 两 方向 的 恋 矩 M, M, 三 个 力矩 分 全 ,如 图 3 - 57 所 示 。 图 中 力矩 矢量 
均 按 右手 螺旋 法 则 用 双 剪 头 表 示 。 

静 定 空间 刚 架 的 内 力 仍 可 采用 隔离 体 方法 求 得 。 因 空间 一 
般 力 系 有 六 个 平衡 条 件 , 故 可 对 所 取 般 离 体 建立 六 个 平衡 方程 ， fn 
并 由 此 求 出 六 个 未 知 的 内 力 分 量 。 一 般 可 先 求 出 各 杆 的 杆 端 内 M 
力 , 然 后 便 可 作出 刚 架 的 内 力图 。 空 间 刚 架 中 杆 件 的 扭矩 M, 
以 与 截面 外 法 线 方向 一 教 为 正 , 其 余 内 力 的 正 向 仍然 按照 关于 
平面 刚 架 的 相关 规定 来 取 。 

图 3 — S8a 所 未 的 空间 刚 架 杆 件 截面 为 矩形 (图 3- 58b) ,其 
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Foner 
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c 
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且 没 有 多 余 约 东 , 称 为 联合 空间 顶 架 。 如 图 3 一 61 中 两 个 简单 术 架 之 间 由 链 杆 1.2.3.4.5.6 相 
联 ,构成 静 定 的 联合 空间 柏 架 。 若 六 根 链 杆 的 布置 不 符合 上 述 前 提 条 件 , 如 图 3 - 60b PARE 
杆 均 通过 AB 连 线 , 图 3- 60c 中 六 根 支 杆 位 于 相互 平行 的 平面 内 , 则 构成 的 体系 几何 可 变 。 


1 (a) 


nl 
Ny 


图 3-61 图 3-62 

(3) SARs eT 

+ 8 + UA ES 09 2 TB ASR BBY BS BJ 802, PA, BT AEH E 3- 62a.b 所 示 界 面 为 
ZARRA = fi FE tB Rn JL AT AR ST AR BIER PAB J HIK H a JA JU 
何不 变 的 ,并 且 无 多 余 约束 。 

兰 定 空间 杭 架 的 受 力 分 析 仍然 可 采用 结 点 法 和 截面 法 ,并 且 也 常 可 利用 结 点 平衡 的 特殊 情 
况 简化 计算 。 常 见 的 几 种 情况 是 : 

(1) 不 在 同一 平面 内 的 三 杆 结 点 上 无 外 力作 用 时 , 则 三 杆 均 为 零 杆 (图 3 - 63a) 。 

(2) 车 结 点 上 除 某 一 单独 杆 件 外 ,其 余 各 杆 以 及 外 力 均 在 同一 平面 内 , 则 此 单独 杆 件 为 零 杆 
(图 3~63b)。 

(3) 若 结 点 上 有 两 杆 在 一 直线 上 ,而 其 余 各 杆 以 及 外 力 均 在 与 此 直线 相交 的 同一 平面 内 , 则 
此 两 杆 的 内 力 相等 (图 3 一 63c)。 


= e. = 9 = 
Fre 


FuisFsa=Fa =0 F. "0 


em 
图 3-63 


例 3-15 试 求 图 3 - 64a 所 示 静 定 空间 术 架 各 杆 的 内 力 。 

解 结 点 3 处 有 三 杆 在 同一 平面 内 .23 杆 与 外 力 共 线 ,根据 结 点 平衡 的 特殊 情况 可 判定 Fw, = - 6 kN。 作 
REI- 1 WSF, =0 可 判定 Fws =0。 

HERI- UWM 53 和 54 两 杆 , 记 两 杆 竖 向 分 力 分 别 为 F.s 和 Fe ARR ECE 3 - 64b) 力 矩 平衡 条 件 
EM. =0 得 

(Fuss + Fie) X6 m=6 RNX3 m 

又 取 图 3 — 64c HREN EK EE 53 和 54 BAAS ARERZPMRRAARAAM WF SLE 8 65 3. 
PREF, = 0 可 推 知 , Fw = Fee ,其 在 > 方向 的 分 力也 必定 相同 。 于 是 ,可 由 上 式 结合 比例 关系 求 得 


68 


Fy (fie KN) 


Fuss = Fe 4B kN=1.8 kN 
以 下 可 由 结 点 5( 图 3 - 64d) 的 平衡 条 件 ,结合 比例 关系 求 得 
Fe = Fa = 一 3.5 kN 


并 进而 用 结 点 法 求 得 
Fou =- Fan = -1.0 kN 
平行 于 Ore 平面 的 两 个 侧面 上 杆 件 的 内 力 , 可 分 别 按照 图 3 - 64e,f PRA AYE HTS TOR FOP 29 JE 
用 于 1.2 结 点 上 的 外 力 1.5 kN 为 杆 51、52 的 轴 力 在 图 示 平面 内 的 两 个 分 力 。 
HR BASES HA 3 — 64g 所 示 。 


3-6-3 转化 成 平面 问题 


工程 中 有 许多 空间 结构 的 受 力 分 析 问 题 ,可 以 利用 结构 在 构成 方式 和 荷载 方面 的 特点 ,分 解 
成 平面 问题 ,或 者 是 近似 地 转化 成 平面 问题 求解 ,从 而 使 计算 工作 大 为 简化 。 

图 3 - 56a 所 示 的 房屋 框架 属 空间 刚 架 结构 ,由 五 杨 横 向 框架 与 两 杨 纵 向 框架 构成 。 设 计时 
一 般 只 要 求 按 横向 和 纵向 两 个 垂直 方向 分 别 计算 。 由 于 纵向 丁 件 对 横向 框架 在 其 自身 平面 内 变 
形 的 约束 作用 (纵向 杆 件 的 扭矩 ) 很 小 ,反之 亦 然 ,而 且 当 各 柱 间 荷载 比较 均匀 时 楼 板 的 空间 作用 
也 不 千 分 明 显 ,因此 一 般 可 取出 具有 代表 竹 的 单 棍 横 向 或 纵向 框架 , 按 平面 问题 进行 分 析 。 此 
时 , 需 将 相应 区 段 内 的 荷载 集中 作用 于 该 杨 框 架 上 。 
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图 3 ~ 65a AFAR As — BARS ETS A BP JL A AS AE DF HT PB 
没有 杆 件 APRA 8 上 作用 有 斜 向 荷载 Foo HRE- AR LEA P FORAY ERR 
7 处 , 除 杆 67 外 其 余 三 杆 在 同一 平面 内 ,于 是 可 判定 Fu =0。 这 样 ,与 结 点 6 相 联 的 其 余 三 杆 
因 不 在 同一 平面 内 ,所 以 均 为 零 杆 。 以 此 类 推 可 以 证 明 ,除了 位 于 平面 78CB 和 89 DC 内 的 杆 件 
之 外 ,其 余 杆 件 的 内 力 均 为 零 。 


(a) F, Fm (b) (o 


图 3-65 


将 作用 于 结 点 8 的 荷载 沿 78 .89 和 38 三 杆 方向 ( 非 正 交 方 向 ) 分 解 成 Fy, Fe Al Fi 三 个 分 
力 ,然后 可 分 别 取 图 3 - 65b.c 的 平面 析 架 计算 各 杆 的 内 力 。 其 中 ,位 于 两 平面 交 线 上 38 和 C3 
杆 的 内 力 应 由 两 图 又 加 求 得 。 根 据 静 定 结构 满足 平衡 条 件 解答 的 惟一 性 ,上 述 求 得 的 内 力 状态 
能 满足 枯 架 全 部 结 点 的 平衡 条 件 ,所 以 是 真实 的 。 由 此 可 以 看 出 ,车 静 定 空间 析 架 的 某 一 平面 由 
静 定 平面 杭 架 构成 , 则 作用 竹 这 一 平面 内 的 荷载 仪 使 该 平面 内 的 桥架 杆 件 产生 内 力 。 


§3-7 静 定 结构 的 一 般 性 质 


按照 线 弹性 体系 解 的 惟一 性 定理 ,在 荷载 作用 下 线 弹性 体系 取得 平衡 时 的 内 力 和 变形 都 是 
惟一 的 。 由 于 静 定 结构 的 反 力 和 内 力 均 可 由 静 力 平衡 条 件 求 得 ,因而 可 以 得 到 结论 ;在 线 弹性 范 
围 内 , 静 定 结构 满足 平衡 条 件 的 反 力 和 内 力 解答 是 惟一 的 。 根 据 这 一 性 质 ,只 要 静 定 结构 的 -组 
解答 能 满足 全 部 平衡 条 件 , 则 必然 是 真实 的 解答 。 

满足 平衡 条 件 解答 的 人 惟一 性 ,是 静 定 结构 最 基本 的 静 力 特征 。 由 此 可 以 推 术 出 静 定 结构 的 
多 项 静 力 特性 ,并 且 为 杆 件 体系 几何 构造 分 析 的 零 载 法 莫 定 了 理论 基础 。 


3-7-1 静 定 结构 的 几 项 特性 


殉 定 结构 具有 以 下 几 项 特性 ,在 静 力 分 析 中 应 予以 注意 ,并 可 加 以 利用 。 

(D 温度 变化 、 支 座位 移 、 材 料 收缩 和 制造 误差 等 非 荷载 因素 不 引起 静 定 结构 的 反 力 和 内 
力 。 

例如 ,图 3 — 66a b 分 别 表示 三 匀 副 架 在 支 座位 移 和 温度 变化 作用 时 的 情况 ,图 中 虑 线 表示 
刚 架 受 上 述 非 荷载 因素 作用 后 的 位 形 。 很 明显 ,天 刚 架 无 倚 载 作用 , 支 座 反 力 和 内 力 均 为 零 时 


70 第 3 章 BEA 


可 以 满足 所 有 平衡 条 件 。 根 据 解 的 惟一 性 可 知 ,这 就 是 该 刚 架 的 真实 解 。 若 从 直观 的 角度 分 析 ， 
PIAA ME C 的 联结 , 刚 架 分 为 两 半 后 成 为 可 变 体系 。 待 支 座位 移 或 温度 变化 发 生 之 
后 ,将 半 刚 架 绕 支 座 自 由 转动 求 得 交点 Coo HT RR RPE AA 


Lat 


(2) 平衡 力 系 作用 于 静 定 结构 中 某 一 几何 不 变 或 可 独立 承受 该 平衡 力 系 的 部 分 上 时 , 则 只 
有 该 部 分 受 力 ,而 其 余部 分 的 反 力 和 内 力 均 为 零 。 

例如 ,图 3~67a\b 所 示 的 静 定 刚 架 ,各 有 一 组 平衡 力 系 作用 于 几何 不 变 部 分 CD 上 ,因而 仅 
在 CD 部 分 上 有 内 力 存在 ,图 中 绘 出 了 刚 架 的 咨 埠 图 形 。 图 3 - 67c 中 ,荷载 与 刚 架 A 支 座 的 竖 
向 反 力 构成 了 平衡 力 系 ,所 以 仅 AC 杆 中 有 轴 力 存在 ,其 余部 分 反 力 和 内 力 均 为 笃 。 


图 3~67 


图 3-68a 所 示 静 定格 架 的 下 弦 上 作用 有 平衡 力 系 ,因为 帮 架 的 下 弦 可 以 独立 承受 该 平衡 力 
系 (图 3 一 68b), 所 以 除了 下 弦 各 杆 承 受 轴 向 拉力 Fe 外 , 析 架 其 余 各 杆 的 内 力 均 为 零 。 图 3 69 
PERSE B 支 座 反 力 构成 了 平衡 力 系 ,因此 仅 BD 和 DF 杆 承 受 轴 向 压力 Fe, 其 余 均 为 堆 
杆 。 

在 以 上 各 例 中 , 因 所 作用 的 平衡 力 系 与 该 部 分 的 内 力 之 间 可 以 达到 平衡 ,其 余部 分 的 反 力 和 
内 力 等 于 等 可 以 满足 整体 和 局 部 的 平衡 条 件 , 根 据 解 的 惟一 性 可 知 , 这 样 的 平衡 状态 就 是 真实 状 


态 


(3) 当 作用 于 静 定 结构 中 某 一 几何 不 变 部 分 上 的 荷载 作 等 效 变换 ( 主 矢 和 对 同一 点 的 主 矩 
均 相等 ) 时 , 则 只 有 该 部 分 的 内 力 发 生变 化 ,而 其 余部 分 的 反 力 和 内 力 均 不 变 。 
例如 ,将 图 3 — 70a HER CD 杆 二 的 均 布 荷载 用 等 效 集中 荷载 代替, 如 图 3 — 70b 所 示 ， 
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wo 3-68 Æ 3-69 


H Bj # ñ D kE BE A ETT AE CD PRAT EL HARM MAR. TUE 
明 这 一 点 ,可 以 将 原 荷载 和 反 向 后 的 等 效 荷载 共同 作用 于 该 梁 (图 3 - 70c) , 因 上 述 荷载 构成 平 
衡 力 系 ,所 以 除 CD 眉 外 ,其 余部 分 无 反 力 和 内 力 。 根 据 伙 加 原理 ,图 3 -70c RRA MAH E 
为 图 3 - 70a 减 去 图 3- 70b 的 值 。 于 是 , 便 可 得 到 结论 :图 3 一 70a 与 图 3 ~ 70b 在 AC 杆 上 的 反 
力 和 内 力 均 相同 。 

根据 上 述 道理 , 若 将 作用 于 图 3- 71a 枯 架 上 弦 的 结 间 荷 载 化 为 虚线 所 示 的 等 效 结 点 荷载 ， 
或 者 是 将 图 3 -71b 作用 于 术 架 上 弦 结 点 的 苟 载 下 移 , 均 只 改变 CD 杆 的 内 力 ,桥架 的 反 力 和 其 
余部 分 的 内 力 均 不 受 影响 。 


图 3-70 A 3-71 


当 发 生 荷 载 等 效 变换 的 局 部 为 内 部 几何 可 变 时 , 则 上 述 结论 一 般 不 再 适用 。 例 如 ,图 3 一 
72a,b 中 , 昌 梁 上 的 荷载 是 静 力 等 效 的 ,但 因为 BD 段 为 内 部 几何 可 变 的 ,所 以 两 者 的 弯 窍 图 形 
就 完全 不 同 。 


(4) 静 定 结构 中 的 某 一 几何 不 变 部 分 作 构造 改变 时 ,其 余部 分 的 反 力 和 内 力 均 不 变 。 

例如 ,图 3- 73a 中 的 静 定 析 架 ,下 弦 受 结 间 荷载 作用 。 为 改善 下 艾 的 受 力 状况 ,可 用 两 个 小 
杭 架 代替 原 梅 架 下 弦 杆 ,如 图 3 - 73b 所 示 。 此 时 机 架 的 反 力 和 其 余 杆 件 的 内 力 均 不 变 。 因 为 此 
时 其 余部 分 的 平衡 均 能 维持 ,而 两 小 术 架 在 原 荷载 和 约束 力 构 成 的 平衡 力 系 作用 下 也 能 保持 平 
衡 , 所 以 上 述 构造 改变 后 ,其 余部 分 的 内 力 状 态 不 变 。 


图 3-73 


3-7-2 Bak 

TOE Pi WR E RE SHEE Pe A iH PE W = 0 的 体系 的 几何 构成 属 
人 性。 事实 上 , 当 体系 的 计算 自由 度 W >0 时 , 则 一 定 是 岂 何 可 变 的 ; 当 更 <0 时 ,体系 的 几何 可 
变性 亦 比较 容易 判定 。 但 当 计算 自由 度 W =0 时 ,只 是 满足 了 体系 几何 不 变 的 必要 条 件 , 而 作 
为 充分 条 件 的 两 刚 片 和 三 刚 片 组 成 规则 又 无 法 解决 有 些 复杂 体系 几何 构成 属性 的 判定 问题 。 

计算 自由 度 W=0 时 ,体系 可 能 是 几何 不 变 的 , 即 成 为 静 定 结构 ;也 可 能 是 几何 可 变 的 , 则 
一 般 不 能 用 作 结构 。 既 然 静 定 结构 满足 平衡 条 件 的 解答 是 惟一 的 ,车 一 个 体系 (WW = 0) S BN i 
或 两 组 以 上 的 内 力 能 同时 满足 所 有 平衡 条 件 , 就 一 定 是 几何 可 变 的 。 换 言 之 ,对 于 W = 0 的 体 
系 ,满足 平衡 条 件 的 解 是 否 惟一 ,是 判定 该 体系 是 否 几何 不 变 的 充分 条 件 。 

检查 W =0 的 体系 满足 平衡 条 件 的 解答 是 否 惟一 时 ,可 以 任 取 一 种 荷载 形式 ,一 般 取 荷 载 
为 霍 最 方便 ,因而 称 为 鹤 载 法 。 即 对 W = 0 的 体系 当 荷 载 为 零 时 ,车 体系 的 反 力 和 内 力 必定 为 
零 , 则 体系 是 几何 不 变 的 ;车 体系 的 部 分 反 力 和 内 力 可 以 有 非 零 值 , 则 体系 是 几何 可 变 的 。 

图 3~74a.b 所 示 体系 的 计算 自由 度 W =0, 在 荷载 为 零 时 可 容易 地 判定 所 有 杆 件 的 内 力 必 
定 为 零 , 因 此 是 几何 不 变 的 。 图 3 - 74c 的 体系 两 杆 在 一 直线 上 , 设 两 杆 的 轴 力 相等 则 可 满足 堆 
荷载 下 的 所 有 平衡 条 件 ; 图 3 -74d 的 体系 三 根 链 杆 相互 平行 , 设 中 间 杆 受 压 ,两 侧 杆 受 拉 则 可 以 
满足 零 荷载 下 的 所 有 平衡 条 件 , 因 此 这 两 种 体系 都 是 几何 可 变 的 。 以 上 结论 与 先前 采用 两 刚 片 
或 三 刚 片 组 成 规则 得 出 的 结论 完全 相同 。 
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由 以 上 各 例 中 可 以 看 出 , 零 载 法 的 特点 是 将 几何 问题 转化 为 静 力 问题 处 理 ,从 而 为 分 析 W 
=0 的 复杂 体系 的 几何 构造 提供 了 一 条 新 的 有 效 途 径 。 


(a) Cb) 


图 3-74 


例 3- 16 试用 蕉 载 法 证 明 图 3-75 所 示 组 合 拱桥 结构 的 几何 不 变性 。 


A c B 


图 3-75 


证 首先 计算 体系 的 计算 自由 度 。 桥 面 是 由 在 C Ab RHA OS BS RI AC 和 CB 构成 , 拱 链 部 分 共 包含 9 +, 

链 杆 和 支 杆 约 束 的 总 数 有 22 根 , 体 系 的 计算 自由 度 
W=2x3+9x2-1x2-22=0 

当 无 荷载 作用 时 , 若 位 于 中 央 的 CC’ 杆 内 力 为 零 , 则 可 依次 根据 两 杆 贸 结 点 的 平衡 特性 推 知 , 体 系 中 所 有 链 
杆 均 无 内 力 存在 ,并 进而 可 知 桥 面 肾 中 亦 无 内 力 。 为 判定 体系 内 力 是 否 可 能 有 非 零 解 , 先 假定 CC' 杆 受 压 ,由 
CRN EF MS C “相连 的 其 余 两 链 杆 必定 也 受 压 。 因 拱 链 中 与 各 匀 相 连 的 三 根 链 杆 中 ,都 有 一 根 位 于 
竖 直方 向 ,所 以 构成 拱 链 的 各 杆 内 力 的 水 平分 力 必定 相同 ,而 且 均 为 受 压 。 由 此 可 推定 CC’ 杆 之 外 的 所 有 竖 向 
链 杆 也 均 受 压力 。 这 样 ,ACB 部 分 在 等 荷载 条 件 下 是 无 法 平衡 的 。 

BBE CC“ 杆 受 拉 ,按照 同样 的 理由 可 推 知 体系 无 法 满足 平衡 条 件 。 由 此 就 证 明了 当 荷 载 为 零 时 ,体系 的 
肥力 和 内 力 必定 为 零 。 所 以 ,图 3 一 75 所 示 的 体系 是 几何 不 变 的 。 

应 用 零 载 法 同样 可 以 证 明 ,图 3~ 52 所 示 的 悬 吊 式 桥梁 体系 是 几何 不 变 的 。 

例 3- 17 试用 堆 载 法 判别 图 3 ~- 76a 所 示 体 系 的 几何 构成 属性 - 

M 该 体系 的 计算 自由 度 W =0, 但 当 薪 载 为 零 时 ,只 能 判定 其 中 四 模 杆 件 为 零 杆 (图 3 - 76b) ,但 无 法 断定 
其 余 杆 件 的 内 力 是 否 为 零 。 

设 左 上 斜 杆 受 拉力 X, 由 平衡 条 件 可 以 求 得 各 链 杆 和 支 村 中 的 内 力 如 图 3 - 76b 所 示 。 这 些 到 力 和 内 力 可 
以 满足 所 有 的 平 突 条 件 ,说 明 体 系 在 零 奏 载 下 可 以 有 非 零 解 存在 ,所 以 该 体系 是 几何 可 变 的 。 
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(a) 


图 3-76 
最 后 再 强调 一 下 的 是 , 零 载 法 只 能 适用 于 计算 自由 度 w = 0( 或 只 就 体系 内 部 W = 3) 的 体 
系 。 当 WAO 时 , 因 体系 不 具有 满足 平衡 条 件 的 惟一 解 , 所 以 零 裁 法 也 就 不 再 适用 。 


习 #& 
3-1 试 思 答 : 什 么 是 静 定 结构 的 基本 静 力 特性 ? 静 定 结 父 的 内 力 和 反 力 与 杆 件 的 刚度 是 否 有 关 ? 
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3-3 试 作 图 示 刚 架 的 内 力图 。 
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3-7 已 知 图 示 贺 弧 半 径 R=8 m. LRAMBLRRHLERHR D 截面 处 的 内 力 。 
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3-8 FLARE SCRA EMA BW y= Ou z)。 试 求 截面 D 的 内 力 Mo Fon Fn RE RA, 
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题 3-8 图 
3-9 试 求 图 示 分 布 荷载 作用 下 三 匀 拱 的 合理 拱 轴线 方程 。 
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3-11 试 指出 图 示 析 架 中 的 零 杆 。 
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3-12 试 求 图 示 析 架 各 指定 杆 件 的 内 力 。 
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3-14 试 选 定 求解 图 示 枯 架 各 指定 杆 件 内 力 的 合适 步骤 。 
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题 3-15 图 


3-16 试 作 图 示 组 合 结构 刚 架 杆 件 的 弯 矩 图 ,并 求 链 杆 的 轴 力 。 
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3-19 REA LAW ARLE? 静 定 结构 因 支 雇 位 移 和 温度 变化 引起 的 位 移 各 有 何 特点 ? 
3-20 试 说 明 应 用 等 载 法 分 析 体系 几何 构造 的 基本 原理 和 使 用 前 所。 
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$4 一 1 移动 荷载 和 影响 线 的 概念 


前 面 所 讨论 的 静 定 结构 受 力 分 析 问 题 中 ,结构 所 受 的 荷载 不 仅 大 小 和 方向 不 变 , 面 且 它 们 的 
作用 位 置 也 是 固定 的 ,这 种 性 质 的 荷载 在 工程 上 称 为 恒 载 。 结 构 在 恒 载 作用 下 的 受 力 状 态 通 常 
是 不 变 的 。 实 际 工程 结构 在 承受 恒 载 的 同时 还 常 受到 各 种 活 载 的 作用 。 例 如 ,在 桥梁 上 行驶 的 
车 辆 荷载 ,厂房 吊车 染 上 行驶 的 吊车 荷载 等 移动 荷载 ;又 如 房屋 楼 面 上 的 人 群 . 货 物 或 非 园 定 的 
设备 等 可 以 任意 布置 的 分 布 荷载 ,都 属于 活 载 的 范围 。 

所 谓 移动 荷载 一 般 是 指 荷载 的 大 小 和 方向 不 变 , 而 作用 位 置 是 在 结构 上 移动 的 。 结 构 在 移 
动 荷载 作用 下 的 受 力 状 态 将 随 荷 载 作用 位 置 的 不 同 而 变化 ,包括 结构 的 支 座 反 力 .内力 和 位 移 等 
都 是 在 变化 的 。 这 样 ,就 需要 解决 以 下 的 新 问题 ， 

(1) 结构 上 某 一 量 值 (内 力 、 反 力 或 位 移 ) 随 荷载 作用 位 置 变动 时 的 变化 规律 。 

(2) 确定 使 上 述 量 值 达 到 最 大 时 移动 荷载 的 作用 位 置 , 即 该 量 值 的 最 不 利 荷载 位 置 ,并 求 出 
相应 的 最 不 利 值 。 

(3) 确定 结构 各 截面 上 内 力 变化 的 范围 , 即 内 力 变化 的 上 限 和 下 限 。 

以 上 第 一 条 是 基础 ,第 二 、 三 两 条 是 进一步 的 应 用 ,可 为 设计 提供 相应 的 依据 。 

移动 荷载 一 般 是 由 若干 个 大 小 和 间距 保持 不 变 的 竖 向 荷载 所 组 成 ,此 时 就 称 为 移动 荷载 组 。 
图 4-1 工 所 示 简 支 梁 AB 上 有 车 辆 向 右 行驶 ,车 辆 的 轮 压 可 以 表示 为 两 个 间距 不 变 的 竖 向 荷载 
Fa 和 Fm ,其 位 置 可 用 其 中 某 一 荷载 与 梁 A 端的 距离 表示。 车 辆 向 前 行驶 时 , 支 座 反 力 F. 
逐渐 减 小 ,而 Fe 逐 渐 增 大 。 此 时 , 梁 内 不 同 截面 处 内 力 变化 的 规律 也 是 各 不 相同 的 。 即 使 是 在 
同一 截面 处 ,不 同 内 力 的 变化 规律 也 不 相同 。 因 此 ,作为 最 基础 的 研究 ,可 以 从 单一 的 移动 荷载 
作用 下 给 定 截面 上 某 种 量 值 的 变化 规律 开始 ,并 且 取 荷 载 为 单位 荷载 。 
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单位 移动 荷载 作用 下 表示 结构 某 一 量 值 ( 称 为 影响 量 ) 变 化 规律 的 图 形 ,就 称 为 该 量 值 的 影 
响 线 。 所 谓 单位 荷载 是 数值 和 量 纲 均 为 1 的 量 , 它 可 以 在 实际 移动 荷载 可 到 达 的 范围 内 移动 。 
在 求 得 了 某 一 量 值 的 影响 线 之 后 ， AT 进而 求 得 实际 的 移动 荷载 组 所 引起 的 该 


量 值 的 变化 规律 。 


现 以 图 4 一 1 梁 为 例 , 说 明 影响 线 的 绘制 过 程 。 在 图 4 一 2a 中 以 z 表达 单位 移动 荷载 FF, = 1 
的 作用 位 置 。 若 需 绘 制 B 支 座 反 力 的 影响 线 ,可 以 通过 改变 荷载 作用 位 置 参数 x 来 进行 。 显 
然 , 当 z=0 时 ,Fs=0;z=L 时 ,Fs=1; 当 工 在 4、B 之 间 变化 时 ,Fs 是 x 的 线性 函数 。 于 是 ， 
可 以 作出 如 图 4- 2b 所 示 F,s 的 影响 线 , 它 形象 地 表明 了 支 座 反 力 Fs 随 单位 荷载 Fp = 1 的 移动 
而 变化 的 规律 。 影 响 线 图 上 的 某 一 坚 标 y 则 表示 Fe = 1 作用 于 该 处 时 ,B 支 座 反 力 Fa Hiti. 
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所 谓 静 为 法 ,就 是 利用 静 力 平衡 条 件 首先 列 出 某 指定 量 值 S( 代 表 某 项 内 力 或 反 力 ) 随 单位 


荷载 fp = 1 作用 位 置 的 移动 而 变化 的 数学 表达 
式 , 称 为 影响 线 方程 ,然后 再 按 影响 线 方程 作出 量 
值 S 的 影响 线 。 

AS 的 指定 应 根据 工程 问题 分 析 的 需要 。 
现 以 图 4- 3a 所 示 伸 臂 梁 为 例 , 介 绍 按 静 力 法 绘制 
反 力 , 弯 矩 和 前 力 影响 线 的 步骤 。 

设 要 绘制 梁 支 座 反 力 Fa 和 Fa 的 影响 线 。 若 
取 反 力 向 上 为 正 , 由 静 力 平 衡 条 件 可 得 影响 线 方程 


它们 都 是 荷载 位 置 参数 zx 的 线性 函数 。 由 此 可 以 
作出 Fa 和 下,s 的 影响 线 ,如 图 4 一 3b.c 所 示 。 由 
于 荷载 Fe =1 基 纲 为 1, 所 以 反 力 影响 线 的 量 纲 也 
为 1。 

RES MRR CHM SER, Ha 
以 使 粱 下 边 纤维 受 拉 为 正 , 当 单 位 荷载 F, = 1 在 
截面 C 以 左 移动 时 ,由 隔离 体 平衡 条 件 可 得 

Me= Fab=Fb (0<x<a) 


可 见 在 AC Ë Me 的 影响 线 可 以 通过 将 反 力 Fs 影 
响 线 的 竖 标 乘 以 6 得 到 ; 当 单位 荷载 在 截面 C 以 
右 移动 时 , 则 有 

Me = Fa = Te (asz<52M) 


即 在 CD 段 Me 的 影响 线 可 以 通过 将 反方 下 影响 


上 


(a) Fy! 
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NRT a 得 到 。 由 此 可 以 作出 Mc 的 影响 线 如 图 4 一 3d 所 示 。 可 见 , Me 的 影响 线 在 C 点 
以 左 和 以 右 对 应 不 同 的 方程 ,C 点 处 影响 线 的 竖 标 可 以 利用 上 述 影响 线 方程 中 的 任 一 个 求 得 ， 
为 abjt。 从 几何 关系 看 , Mc 影响 线 在 截面 C 处 的 折 角 应 等 于 1。 弯 矩 影响 线 的 量 网 应 为 长 度 的 
KA. 

设 要 绘制 梁 截 面 C 处 的 剪 力 影响 线 , 剪 力 的 正 向 仍 按 材 料 力学 中 的 规定 ,即使 微 段 隔离 体 
顺 时 针 方 向 转动 为 正 。 当 Fe = 1 在 截面 C 以 


左 移动 时 ,由 隔离 体 平衡 条 件 可 得 as 
4.4 Be 
Fac = -Fs= -F (0<z<a) 
可 见 在 AC 段 Fac 的 影响 线 只 需 将 反 力 Fe 的 


ala 
影响 线 反 号 便 可 得 到 。 当 F, = 1 在 截面 C 以 上 一 一 :一 一 直入 
右 移动 时 ,影响 线 方程 应 为 
(b) Mc 影响 线 


Fac= Fu- 全 (aX2<s1/4) = 


表明 在 CD 段 , Fac 的 影响 线 与 反 力 Fa 的 影响 


线 相同 。 由 此 可 以 作出 Fac 的 影响 线 如 图 4- o 9 


Be 所 示 。 显 然 , Pac 的 影响 线 是 由 两 段 相互 平 Fac 影 响 线 
行 的 直线 组 成 的 , 当 移动 荷载 F, =1 越过 截面 
C 时 ,Fac 将 发 生 突变 ,其 突变 值 为 1。 剪 力 影 O Ms 影响 线 
响 线 的 量 纲 为 1。 Q|, 

以 下 讨论 指定 截面 C APREN Bt, 


订 矩 和 航 力 影响 线 的 绘制 。 为 了 方便 起 见 ,可 
以 将 区 载 作用 位 置 参数 z 的 原点 取 在 上 述 指 O ree 
定 截面 处 ,如 图 4 - 4a 所 示 。 i 

根据 静 力学 原理 可 以 判定 , 当 荷载 F, = 1 
ER C 点 以 左 移动 时 , 戴 面 C 处 的 论 拓 和 前 O (el. 
力 均 为 零 ; 当 Fr = 工 在 C 点 以 右 移动 时 , 弯 矩 Fani 
和 剪 力 影响 线 方程 分 别 为 图 4-4 

Me=-2, Foc=1 

由 此 可 作出 截面 C 0353 ALY RI 4 - 4b\c 所 示 。 如 果 指 定 截面 取 在 支 座 B 处 ,绘制 
Ms 的 影响 线 时 只 需 在 Mc 影响 线 中 取 d = 1/4 即 可 得 到 ,如 图 4 一 4d 所 示 。 对 于 支 座 截面 处 的 前 
力 影响 线 , 因 在 支 座 处 前 力 会 发 生 突变 ,所 以 必须 按 支 座 以 左 和 以 右 两 个 截面 分 别 绘制 ,其 前 力 
可 分 别 记 为 Fis 和 F&s Fio 的 影响 线 可 以 在 图 4 - 3e 中 使 截面 C ËR T B 点 而 得 到 ; F3, 的 影 
响 线 可 以 在 图 4 一 4c 中 使 截面 CRETE 点 耐 得到, 分别 如 图 4 — 4ef 所 示 。 

例 4-1 试用 静 力 法 作 图 4- 5a RRR F. SEM. HER, 

解 ” 先 作 反 力 Fe 的 影响 线 。 由 整体 平衡 条 件 ZF, =0 得 

Fa=1 
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AF, = 1 作用 在 梁 上 任何 位 置 时 Fe 恒 等 于 1, 于 是 Fe (a) 上 一 > Fyri 
的 影响 线 如 图 4- Sb 所 示 为 一 水 平 线 。 A 
EEFE Me 的 影响 线 时 , 取 支 座 A 为 坐标 原点 ,有 
Fyya =a (0< r<2a) 
T |M =3a-r QaS<z<44) o 
由 此 可 以 作出 Mc 的 影响 线 如 图 4- 5c 所 示 。 
例 4-2 试用 静 力 法 作 图 4- 6a 所 示 结 构 捍 杆 AC 
的 轴 力 Fnac ARE AA Fu, Foe AM, OES [3 
M 取 下 点 为 坐标 原点 ,坐标 z 向 左 为 正 ,可 得 支 
HA fü B B) E 8 5 A 


M. 


- z oped 
Fa=gg Fesi 42 图 4-5 


d 
WEI AC 和 AE 倾角 相等 ,由 CEF XF, =0 可 知 Fnac = Fxne 。 再 由 A 结 点 平衡 条 件 下 =0 可 求 得 
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Vaz (<2r<$d) 


84 
据 此 可 进而 求 得 以 下 影响 线 方程 : 
> 2 -Brusi (<x<3d) 
te i P: 


42 
-Prudi (0<r<4d) 
Mo 
Fy X4d -至 Fwea=4d- Te (4dSx<5d) 


按 以 上 影响 线 方程 可 分 别 作出 各 影响 线 如 图 4 一 6b.c、d 和 e 所 示 。 
例 4~3 试用 静 力 法 作 图 4- Ta BEAR ATER abc 三 村 的 内 力 影 响 线 , 设 移动 荷载 可 分 别 作用 于 术 架 的 上 
BRE Ky 
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解 ” 先 绘制 移动 荷载 作用 于 析 架 上 弦 时 的 影响 线 。 术 架 支 座 反 力 下 , .下 ,的 影响 线 容易 求 得 ,分 别 与 相应 
伸 蔷 洪 的 支 座 反 力 影响 线 相同 。 顶 架 的 内 力 可 以 通过 其 支 座 反 力 表达 。 作 截面 1 - [ ,分 别 由 截面 左 部 和 右 部 


FABLE AY EE Ba 8 > M. =0 得 
—3F, Fesi 位 于 结 点 4 以 左 


me |p 本 = 1 位 于 结 点 6 以 有 
RUF, =0 得 
Fy, Fr=1 位 于 结 点 4 以 左 
Fou = | -Fps Fe=1 位 于 结 点 6 以 右 
EREI- ,分 别 由 截面 左 部 和 右 部 隔离 体 取 立 F, =0 得 
= ae Fe=1 位 于 结 点 6 以 左 
”lir， Fr =1 位 于 结 点 8 以 有 
按照 以 上 内 力 表 达 式 IEE 8 PJ Ei 8 464858 A 2 B]W 54 80 12 RE , W EJ AHR 31 88 E 
响 线 作出 各 内 力 影响 线 分 别 如 图 4 — 7b,c.d 所 示 。 同 理 ,可 作出 移动 荷载 作用 于 析 架 下 弦 时 的 各 内 力 影 响 线 。 
由 图 中 可 见 , 当 移动 荷载 分 别 作 用 于 枯 架 的 上 或 下 弦 时 , Fw。、Fw 的 影响 线 相 同 ,但 Fw 的 影响 线 是 有 差异 
的 。 


$4-3 机 动 法 作 影响 线 


栅 动 法 是 绘制 影响 线 的 另 一 种 方法 , 它 的 理论 依据 是 虚 功 原 理 。 根 据 理论 力学 中 的 刚体 系 
虚 功 原 理 , 刚 体系 在 力 系 作用 下 处 于 平衡 时 ,在 任何 可 能 的 无 限 小 的 位 移 中 , 力 系 所 作 功 的 总 和 
为 零 。 这 种 任何 可 能 的 无 限 小 位 移 称 为 虚 位 移 ,而 力 系 在 虚 位 移 上 所 作 的 功 称 为 虚 功 。 应 用 机 
动 法 可 以 将 绘制 静 定 结构 内 力 和 反 力 影响 线 的 静 力学 问题 转化 为 求 作 位 移 图 的 几何 学 问题 , 绘 
制 过 程 一 般 十 分 快捷 。 
以 下 仍 以 伸 璧 梁 为 例 , 介 绍 如 何 按 机 动 法 绘制 影响 线 。 设 要 绘制 图 4 Sa 所 示 梁 支 座 反 力 
(a) Fel 


x 
c 次 


3 14 
ese iu 


(b) 
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Fe 的 影响 线 , 可 先 将 与 Fe 相应 的 支 座 链 杆 撤除 , 代 之 以 支 座 反 力 Fe。 此 时 ,体系 仍 处 于 平衡 
状态 ,但 原先 的 静 定 结构 已 转化 为 具有 一 个 自由 度 的 补 构 。 现 使 上 述 机 构 贤 着 Fe 的 正方 向 发 
EMERG INA 4 ~ Bb 所 示 , 并 以 3, M1 8, 2 MRAM B 点 处 和 移动 荷载 Fe = 1 作用 点 处 的 虚 位 
称 。0 取 与 所 求 量 值 Fa 方向 一 致 为 正 ;6p 取 与 单位 荷载 Fe =1 方向 一 致 为 正 ,此 时 可 列 出 虚 功 
方程 

1X dp + Fy X ôs =0 


由 此 可 得 
op 
85 
当 单位 荷载 Fe = 1 移动 时 ,sz 的 值 是 变化 的 ,其 变化 规律 就 如 图 4 - 8b 的 机 构 虚 位 移 图 所 
示 。 车 使 by =1, 则 有 


Fa = 


Fa= 一 3 
上 式 表明 ,只 需 将 3, = 1 时 虚 位 移 图 中 的 9 改变 符号 , 即 取 方 向 向 上 为 正 ,就 可 得 到 所 求 量 值 
Re 的 影响 线 ,于 是 可 作出 Fe 的 影响 线 如 图 4- 8c 所 示 。 
下 面 讨论 用 机 动 法 作 梁 内 力 的 影响 线 。 设 要 绘制 图 4 8a RR Mr 的 影响 线 , 应 将 
与 Mc 相 应 的 联系 撤除 , 即 在 C 截面 处 插入 一 个 铵 ,并 以 一 对 大 小 等 于 M。 的 力矩 代替 原 有 联系 
中 的 作用 力 , 如 图 4 - 9a 所 示 。 然 后 使 上 述 机 构 顺 =: 
着 Mc AO TE Dy fh 8 E eH AL eh yp 四 
程 


1X õp + Me X (a + B) =0 


b & 六 
a See 


ROP a +A BEC 处 杆 件 的 折 角 , 即 与 Me 相应 的 广 四 T 
义 位 移 。 若 使 + B=1, 并 注意 将 表达 了 5, 的 机 构 -Te 
嫂 位 移 图 改变 符号 , 即 可 得 到 Mc 的 影响 线 如 图 4 $ 


9b 所 示 。 影 响 线 图 中 的 竖 标 可 以 按照 几何 学 原理 
求 得 。 

RES MRR CWA Fo 的 影响 线 , 则 应 在 
C 截面 撤除 与 Fac 相应 的 联系 , 即 在 C 处 插入 一 个 
滑动 饺 ,并 以 Fac 代替 原 有 联系 中 的 作用 。 然 后 ,使 
上 述 机 构 顺 着 Fac 的 正 向 发 生 虚 位 移 如 图 4 — 9c 所 
示 。 由 于 组 成 滑动 饺 的 两 根 等 长 链 持 和 两 侧 的 刚 片 
在 机 构 运动 中 必定 保持 为 平行 四 边 形 , 因 此 在 虚 位 
移 图 中 4C, 与 C,B 必定 是 平行 的 。 与 上 述 虚 位 移 
相应 的 虚 功 方程 为 


(a) 
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1X dp + Fac X (CC, + CC, ) =0 


op 
“CC, + ec, 
AP CC, + CC: 为 C 点 两 侧 截 面 的 竖 向 相对 线 位 移 , 即 与 Foc AMAT RB. 3 CC, + 
CC, = 1, 并 按 与 前 同样 的 理由 将 机 构 夭 位移 图 改变 符号 , 即 可 得 到 Fu 的 影响 线 如 图 4- 9d 所 
示 。 图 中 影响 线 的 竖 标 同样 可 以 按照 几何 学 原理 求 得 。 

综 上 所 述 , 朋 机 动 法 作 静 定 结构 内 力 和 反 力 的 影响 线 时 ,首先 需 撤除 与 所 求 内 力 或 反 力 S 
相应 的 约束 ,并 代 以 原 内 力 或 反 力 S。 此 时 原 结构 变 为 具有 一 个 自由 度 的 机 构 ,并 且 仍 处 于 平衡 
状态 。 然 后 ,使 该 机 构 顺 着 S 的 正方 向 发 生 单位 虚 位 移 ,在 此 过 程 中 只 有 S 和 单位 移动 荷载 作 
虚 功 ,单位 移动 荷载 所 作 的 虚 功 就 等 于 其 作用 点 沿 F, = 1 方向 的 位 移 值 5; 而 S 所 作 的 虚 功 就 
等 于 S 本 身 。 于 是 ,由 虚 功 方程 可 知 ,S 的 影响 线 就 是 改变 符号 后 的 6; 图 , 即 相 应 机 构 中 承载 杆 
(移动 荷载 Fe =1 所 作用 的 杆 ) 的 虚 位 移 图。 这 样 ,绘制 S 影响 线 的 静 力 学 问题 就 转化 为 求 作 相 
应 机 构 位 移 图 的 几何 学 问题 。 

用 机 动 法 作 静 定 结构 内 力 和 反 力 影响 线 的 步骤 可 简单 地 归纳 为 十 四 字 的 口诀 :“ 求 何 撤 何 代 
以 何 ; 沿 何 吹 气 位 移 1"。 即 对 撤除 了 与 所 求 量 值 S 相应 约束 的 平衡 机 构 施加 微量 干扰 ,使 其 沿 
S 发 生 单位 位 移 ,此 时 的 机 构 位 移 图 即 为 S 的 影响 线 。 这 里 ,用 了 * 吹 气 "两 字 是 因为 对 于 处 于 
平衡 状态 的 理想 机 构 来 说 ,任何 微小 的 干扰 都 可 以 使 其 发 生 位 移 。 这 种 位 移 并 非 是 由 所 求 内 力 
或 反 力 的 作用 引起 ,也 不 需要 外 加 有 限量 值 力 的 作用 ,所 以 是 一 种 机 构 的 刚体 位 移 。 由 此 也 可 以 
推 得 : 静 定 结构 内 力 和 反 力 的 影响 线 都 是 由 直线 段 构成 的 。 

在 适用 机 动 法 时 还 应 当 注 意 , 静 定 结构 在 撤除 一 个 约束 后 可 能 只 是 在 局 部 形成 机 构 ,而 其 余 
部 分 仍然 保持 为 几何 不 变 。 几 何不 变 的 部 分 在 机 构 运 动 w 
时 并 不 会 发 牛 位 移 , 这 表明 了 当 移动 荷载 Fe = 1 作用 于 My 


aA 
DBAM OREN S 将 保持 为 鹤 。 例 如 ,在 用 机 动 法 作 K AN 


图 4~4 伸 壁 染 Ma 和 Fos 的 影响 线 时 ,撤除 相应 约束 后 


形成 的 体系 在 AB 段 仍 保持 几何 不 变 , 机 构 刚 体 运动 将 中 1 
如 图 4- 10a\b 所 示 。 由 此 得 到 的 M, 和 FS 影响 线 与 采 一 
用 静 力 法 时 相同 。 当 单位 荷载 在 AB BBIN, M, 和 brs, 


Fi, HS RA I u H 
在 按 机 动 法 的 要 求 撤除 约束 和 作 机 构 位 移 图 时 ,一 A4 z 

是 要 广 意 保留 未 被 扳 除 的 约束 ,二 是 要 数 巧 机 构 运 动 的 oe 

几何 特征 。 例 如 在 用 机 动 法 求 上 述 偶 疹 滩 Fi 的 影响 线 

时 ,应 将 滑动 们 插入 B 支 座 的 左 侧 ,注意 在 发 生机 构 运动 

mË B 点 无 竖 向 位 移 ,而 滑动 匀 随 侧 的 杆 件 又 必须 保持 平行 ,因此 机 构 的 刚体 运动 就 只 能 如 图 4 — 

10c 所 示 ,由 此 得 到 F8s 的 影响 线 如 图 4 一 4e 所 示 。 


例 4-4 试用 机 动 法 作 图 4-~ lla 所 示 多 跨 静 定 架 Mx Fox Fas Fhe .Fr 和 MI 的 影响 线 。 
M 护照 " 求 何 撒 何 代 以 何 ; 沿 何 吹 气 位 移 1" 的 机 动 法 作 影响 线 口 凌 , 可 方便 地 综 制 出 各 影响 线 如 图 4 一 


Fac = 


图 4-10 
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Hb.c.d.e.f.g 所 示 。 在 作 栅 构 虚 位 移 图 时 应 注意 到 几何 不 变 部 分 不 会 发 生 位 移 ! 在 作 Fas 的 影响 线 时 , 沉 将 B 
点 处 原 镜 联 结 的 竖 向 约束 撤除 , 即 改 为 水 平 单 链 杆 约束 (图 4 一 11d)。 


(a) 


Fe=l 
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Honf2m he 


H ? E Foc 影响 线 
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实际 结构 的 移动 荷载 有 时 并 非 是 直接 作用 在 主 滩 上 ,而 是 如 图 4 -~ 12a 所 示 作 用 在 纵向 次 滩 
上 ,通过 横梁 支 座 再 将 荷载 传递 到 主 滩 上 。 这 就 是 所 谓 的 间接 荷载 或 称 结 点 荷 坑 。 以 下 就 讨论 
间接 荷载 作用 下 影响 线 的 绘制 问题 。 在 按照 机 动 法 绘制 此 类 结构 主 梁 内 力 和 反 力 的 影响 线 时 ， 
虚 功 方程 依然 是 不 变 的 ,影响 线 仍 是 对 应 床 载 杆 (次 滩 ) 的 机 构 虚 位 移 图 ,只 是 需 注意 此 时 单位 荷 
载 作 用 点 的 位 移 35 与 相应 的 主 梁 位 移 一 般 不 完全 相同 。 不 难 想象 ,无 论 主 梁 机 构 如 何 位 移 , 简 
支 于 模 染 上 的 纵向 次 梁 应 保持 为 直线 。 于 是 ,只 要 将 移动 荷载 直接 作用 于 士 梁 时 的 影响 线 按 横 
梁 之 间 直 线 相 连 的 原则 上 略 加 修改 ,就 可 以 得 到 间接 荷载 作用 下 相应 的 影响 线 。 

例 4-5 试用 机 动 法 作 图 4- 120 所 示 染 在 间接 荷载 作用 下 My .Fax Pc it Fy MCR. CABLE A] 
距 均 为 2 m. 

N 本 例 中 主 梁 受 间接 的 移动 荷载 作用 ,主要 的 形式 仍 与 例 4 -4 中 相同 ,但 此 时 影响 线 图 形 的 范围 应 是 移 
DMR VAM MW A 点 至 7 点 。 采 用 机 动 法 时 首先 如 例 4 -4 分 别 作出 相应 的 直接 荷载 作用 下 的 影 
RCA EH) ,然后 将 模 时 之 间 为 折线 的 区 段 改 用 直线 相连 ,并 将 图 形 拓 长 至 /点 ,最 后 根据 几何 关系 确定 控制 
竖 标 。 所 求 得 的 各 影响 线 如 图 4 - 12b— e 所 示 。 

me |" xe 
(a) , 


rama 3 F GY H E 
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ba mmf? meha mhi mde 3 m -hm shm 2 m =f 


图 4-12 


例 4-6 试用 机 动 法 作 图 4 一 13a 所 示 刚 架 在 AE 杆 上 作用 移动 水 平 荷载 时 Mo, 、M。 和 Fac 的 影响 线 。 
MA EB LY SER. HEHHE, SERR AE 的 水 平 位 移 。 对 于 刚 架 杆 件 的 
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弯 矩 应 先 设 定 正 向 ,可 以 刚 架 内 侗 受 拉 为 正 ; 草 力 的 正 向 规定 不 变 。 在 用 机 动 法 作 Mos 、Mc 和 Foc 的 影响 线 时 ， 
仍 可 按照“ 求 何 撤 何 代 以 何 , 没 何 吹 气 位 移 1" 的 口诀 求 得 相应 的 机 构 媚 位 移 图 如 图 4- 13b.c.d HRe EER A 
— 13b 的 机 构 条 位 移 困 时 应 注意 将 匀 搬 人 D 结 点 的 下 侧 ,此 时 由 于 AD 杆 和 BB 支 座 鉴 向 链 杆 的 作用 , 横 染 只 能 
平移 而 不 会 发 生 转 动 : 在 作 图 4- 13ed 的 机 构 虚 位 移 图 时 ,应 注意 图 形 分 别 具 有 对 称 和 反对 称 的 特性 。 

有 了 以 上 的 机 构 囊 位 移 图 ,就 可 方便 地 作出 Mps、Mc 和 Foc 的 影响 线 如 图 4 一 13e、f\g 所 示 。 本 例 中 移动 荷 
载 是 沿 水 平方 向 作用 的 ,所 以 Op HARE AE 的 水 平 位 移 。 此 外 ,影响 线 只 需 作 在 与 承载 杆 AE 相应 的 竖 向 
基线 上 ,而 不 必 珊 出 整个 结构 。 实 味 上 , 作 机 构 的 虚 位 移 图 也 只 是 绘制 影响 线 的 一 种 手段 ,方法 熟练 以 后 也 可 以 
凭借 对 机 构 运动 的 直觉 直接 画 出 影响 线 。 


(e) a) 3h (g) SA 


Mo4 影 响 线 Mc 影响 线 Fc A 


4-13 
94-4 联合 法 作 影 响 线 


联合 法 是 指 将 机 动 法 和 静 力 法 联合 运用 的 一 种 方法 。 对 于 比较 复杂 的 静 定 结构 来 说 ,在 用 
尊 力 法 绘制 影响 线 时 涉及 的 影响 线 方程 较 多 ,而 且 每 一 个 方程 各 有 其 适用 的 起 止 范围 ,影响 线 的 
整体 图 形 往往 不 能 迅速 形成 ,绘制 过 程 也 比较 费时 ; 若 用 机 动 法 绘制 ,虽然 影响 线 的 整体 图 形 能 
由 机 构 虚 位 移 图 迅速 得 出 ,但 当 机 构 在 几何 上 比较 复杂 时 ,影响 线 的 坚 标 常 不 易 求 得 。 联 合法 就 
是 结合 以 上 两 种 方法 的 优点 来 解决 影响 线 绘制 问题 , 即 先 运用 机 动 法 迅速 确定 所 求 量 值 影响 线 
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的 图 形 特征 ,再 运用 静 力 法 确定 图 形 上 控制 点 的 竖 标 ,从 而 顺利 地 完成 较 复杂 静 定 结构 影响 线 的 
绘制 。 

例 4~7 WAME A- 14n 所 示 棉 架 中 杆 1.2 .了 的 辅 力 Fw ,Fs 和 Pg RR, MARA PRA, 

解 ” 现 按 联 合法 给 制 术 架 杆 件 的 内 力 影 响 线 。 杭 架 盾 件 的 轴 力 以 受 拉 为 正 。 

先 按 机 动 半 分 别 将 所 求 轴 力 的 杆 件 切 断 ,并 代 以 原 畏 力 。 此 时 , 原 静 定 术 架 的 某 一 结 间 会 形成 机 构 ,但 其 余 
部 分 仍 保持 内 部 几何 不 变 , 可 视 为 刚 片 ,如 图 4- 14b,c 和 中 中 阴影 部 分 所 示 。 在 发 生机 构 虚 位 移 时 ,网 片 部 分 
的 位 移 应 保持 为 一 直线 ,并且 在 支 肉 结 点 处 析 涌 下 弦 杆 应 无 竖 向 位 移 .由 此 便 可 按 机 动 法 迅速 获 宰相 应 影响 闪 
的 图 水 特 征 ， 杖 后 ,根据 两 点 可 确定 一 杀 直 线 的 几何 学 原理 ,在 作 Fw 影响 线 时 ,只 需 用 静 力 法 求 出 F, = 1 作用 
T 他 点 时 杆 工 的 轴 力 ,此 即 Fw EARE G 点 的 坚 标 值 ;在 作 Fw 的 影响 线 时 ,可 用 韩 力 法 求 出 Fr = 1 作用 于 
H.C 两 点 时 杆 Z 的 轴 孝 , 即 Fw 影响 线 在 B.C 两 点 的 竖 标 值 ; 在 作 Fs 的 影响 线 时 ,局 部 机 构 是 一 个 饺 结 平行 
四 边 形 ,其 机 构 运 动 特征 与 讲 动 饺 相同 ,可 先 求 出 Fp =1 作 用 于 万 点 时 杆 3 的 轴 力 ,给 出 局 部 机 构 以 左 自 的 影 
响 线 图 形 ,再 过 节点 作 左 彼 图 形 的 平行 线 得 到 局 部 机 构 以 右 段 的 影响 线 图 形 , 最 后 在 局 部 机 构 区 段 用 直线 相 
连 。 由 此 便 可 从 出 Fw ,Pw 和 Fw 的 影响 线 如 图 4- 14e,1,g8 所 示 。 
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W4-8 试 绘制 图 4 一 154 所 示 结构 A 支 座 水 平反 力 Fu 和 Me 的 影响 线 。 

解 设 下 w 以 向 右 为 正 ,Mic 以 丁 件 下 傅 受 拉 为 正 。 

绘制 三 ,的 影响 线 时 , 先 撤除 A 支 座 水 平 链 杆 , 代 以 反 力 F... 在 使 机 构 的 A 点 向 右 发 生 单位 水 平 位 移 
BY ECOG ,条 杆 应 分 别 保持 为 直线 ,并 且 CG 杆 应 与 G1 杆 互相 平行 。 由 静 力 学 原理 可 知 , 当 Fr= 1 分 别 作 
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用 于 下 点 .G 点 左 侧 和 日 点 时 Fw =0, 相 应 影响 线 的 竖 标 值 为 零 ; 当 Fe = 1 作用 于 C 点 时 Fu = 419, 于 是 可 作 
出 影响 线 的 EC 和 CG EB. RE. A H s fE CG 喘 的 平行 线 得 到 影响 线 的 GI Bto 
在 绘制 Mp 的 影响 线 时 , 先 在 DRAMA, KEE REREH eB EC、CD .DG RGH i 


分 别 为 直线 段 ,并 且 DG 段 应 与 GI AFH. St Fs 的 影响 线 时 同样 道理 , Me 的 影响 线 在 FF AG 点 左 侧 和 


下 点 的 坚 标 值 应 为 堆 。 当 Fe = 1 分 别 作用 于 C 点 和 也 点 时 可 以 求 得 Moe 分 章 等 于 一 村 和 强 , 由 此 可 作出 影响 


RM EC .CD 和 DG 段 。 然 后 ,再 过 H 点 作 DG 段 的 平行 线 即 可 得 到 影响 线 的 GI 段 。F 和 Moc 的 影响 线 分 别 
如 图 4-~15b 和 ec 所 示 。 


Fo=l 


图 4-15 


§4-5 影响 线 的 应 用 


影响 线 是 用 于 活 荷 载 作 用 下 结构 分 析 的 一 项 基本 工具 。 应 用 影响 线 可 以 确定 前 面 提出 的 某 
一 量 值 随 荷载 作用 位 置 移动 时 的 变化 规律 , 均 布 活 载 的 最 不 利 分 布 或 移动 荷载 组 的 最 不 利 位 置 
以 及 结构 各 截面 上 内 力 变化 的 幅度 范围 。 


4-5-1 应 用 影响 线 计算 影响 量 


影响 线 描述 了 单位 移动 荷载 作用 下 某 一 量 值 (影响 量 ) 的 变化 规律 , 当 有 移动 荷载 组 或 是 可 
任意 间断 布置 的 分 布 荷载 作用 时 ,上 述 量 值 可 以 利用 影响 线 根据 卷 加 原理 求 得 。 
设 结构 上 有 一 组 集中 荷载 Fe , Fm,… , Fp, 作用 ,如 图 4- 16a 所 示 , 量 值 S 的 影响 线 如 图 4 
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一 16b, 其 在 荷载 作用 位 置 的 竖 标 分 别 为 y, ,y,，…,y,。 此 时 ,集中 荷载 组 所 产生 的 影响 量 S 应 
等 于 各 荷载 所 产生 影响 量 的 代数 和 , 即 有 


S = D Frov, (4-1) 
W n Fis ax) 
| | | | | | B 
E Ao rare | 
E oa 
a eat ta ri | 
@ yi Í 1 th | 
CHET w ea 
图 4-16 图 4-17 
若是 有 如 图 4 - 17a 所 示 的 分 布 荷载 作用 ,根据 微 积分 原理 ,影响 量 S 可 以 表达 为 
S = [aG yaz (4-2) 
当 为 均 布 荷载 即 g(x) = q 时 , 则 上 式 成 为 
S = af de = qA, (4~3) 


式 中 ARR S 影响 线 在 均 布 荷载 范围 内 面积 的 代数 和 ,部 图 4- 17b 中 的 阴影 面积 A, - A,。 
@ 4-9 试 利用 影响 线 求 图 4 - 18a RR C HYH. 
E EH Fac 的 影响 线 ,并 标 出 集中 荷载 作用 处 的 竖 标 值 如 图 4 - 18b BUR. BOL C 处 有 集中 荷载 作 
用 , 甬 力 将 发 生 突变 ,所 以 需 分 C 左 和 C 右 两 个 截面 分 别 求 出 前 力 FS MF o HAUER- D 和 (4- 3) 有 
Fie = (35 Nx 3-15 KNX E+ 15 KN £) +8 kNmx (2x2 Sm $ 3m, 3) 
= 15 kN-6 kN=9 kN 


Flo = ( -35 uNx 3-15 KNX -y +15 Nx 2) -6 kN= ~26 kN 


15kN SKN 35 kN 


e 8kN/m 
P; 


pemb. in 下 -sm -| 
— j 
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4-5-2 确定 最 不 利 荷载 位 置 


1. 可 以 任意 布置 的 均 布 荷载 

在 工程 设计 中 ,一 般 将 楼 面 活 载 简化 为 可 以 任意 间断 布置 的 均 布 荷载 来 考虑 。 此 时 ,使 某 一 
MAS 达到 最 大 值 的 最 不 利 括 载 分 布 可 利用 相应 的 影响 线 来 确定 。 由 式 (4- 3) 可知, 当 均 布 活 
载 满 布 相应 影响 线 的 正 号 区 时 , S 即 取 得 最 大 正 值 ;反之 , 当 均 布 活 载 满 布 相 应 影响 线 的 负 号 区 
时 ,S 取得 最 大 负 值 。 例 如 ,对 于 图 4 - 19a PT 2 89 5 Bs BER, M 的 影响 线 如 图 4 - 19b 所 示 ， 
和 欲求 在 均 布 活 载 作 用 下 截面 D 的 最 大 正 弯 矩 和 最 大 负 弯 矩 , 则 最 不 利 活 载 的 布 晋 应 分 别 如 图 4 
-19e.d 所 示 。 确 定 了 均 布 活 载 的 最 不 利 布置 之 后 , 便 可 应 用 蔚 力 学 方法 或 是 直接 利用 式 (4 — 
3) 求 得 相应 的 最 不 利 值 。 


ak = [一 .一 上 -二 


图 4-19 图 4-20 


2. 移动 荷载 组 

借助 于 某 一 量 值 S 的 影响 线 , 可 直接 确定 单个 集中 荷载 使 S 达到 最 大 正 值 或 最 大 负 值 时 的 
作用 位 置 , 只 需 将 该 集中 荷载 置 于 影响 线 正 、 负 竖 标 值 最 大 之 处 即 可 。 对 于 移动 荷载 组 作用 的 情 
况 , 则 应 先 分 析 什么 样 的 荷载 作用 位 置 可 能 使 量 值 S 取得 极 值 ,然后 再 从 这 些 位 置 中 确定 最 不 
利 位 置 。 在 此 ,首先 讨论 影响 线 为 一 个 三 角形 的 情况 。 

E 4-20a b 分 别 表示 一 组 间 耻 不 变 的 移动 集中 荷载 和 某 一 量 值 S 的 影响 线 ,影响 线 两 直 
线段 的 倾角 分 别 记 为 aa: , 均 以 逆 时 针 方 向 为 正 。 当 荷载 组 移动 一 微小 距离 Az 时 ,S 的 变化 
RH 

AS = Fy Ay, + Fn Ay, + + Fp Ay, + °° + Fp, Ay, 


= (Fn + Fp ++ Fe Ar (Fosi t+ Fa AAs (a) 


tpt- tan a, Ñ- + = tan a> 均 为 常数 ,分 别 为 影响 线 的 左 直线 和 右 直 线 的 斜率 ;而 括号 内 分 


别 代表 作用 于 左 直线 和 右 直线 部 位 的 移动 荷载 。 
量 值 S 取得 极 值 的 条 件 是 当 荷载 组 作 微小 移动 时 AS 发 生变 号 。 由 式 (a) 可 以 看 出 ,倘若 在 
荷载 移动 过 程 中 作用 于 左 直线 和 右 直 线 部 位 的 荷载 数量 保持 不 变 , 则 式 (a) 括 号 内 将 保持 为 党 
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数 ,这 样 就 不 可 能 发 生 AS 变 号 的 情况 。 或 者 说 ,要 使 AS 变 号 就 必须 有 一 个 集中 荷载 越过 影响 
线 的 顶点 。 于 是 , 便 得 到 一 条 重要 的 结论 :在 荷载 总 数 不 变 时 , 量 值 S 取得 极 值 的 必要 条 件 是 有 
一 个 集中 荷载 怡 好 作用 于 影响 线 的 顶点 。 

如 果 在 荷载 移动 过 程 中 AS HERRAMME MEE S 取得 一 个 极 大 值 。 假 设 S 取得 极 大 
值 发 生 在 某 集 中 荷载 Fe, 作 用 于 影响 线 项 点 时 , 则 该 集中 荷载 便 称 为 量 值 S 的 一 个 临界 荷载 , 记 
为 Fo ;其 对 应 的 荷载 位 置 就 称 为 临界 位 置 。 若 以 本 FE 和 下 分 别 记 Fr 以 左 和 以 右 的 荷载 之 
和 , 则 由 式 (a) 可 得 三 角形 影响 线 时 使 量 值 S 取得 极 大 值 的 临界 荷载 判别 式 为 
DOF} + Feo ss a 


a 5 
2r; = ane Fie 

上 式 表明 :临界 位 置 的 特点 是 有 一 集中 荷载 Fe 作用 于 影响 线 的 顶点 ,将 F. A M EN 
或 右 侧 ), 则 哪 一 侧 荷载 的 平均 集 度 就 大 些 。 

利用 式 (4 -4) 昌 可 确定 临界 荷载 ,但 有 时 临界 荷载 可 能 不 止 一 个 ,此 时 可 将 相应 的 极 值 分 别 
算出 ,其 中 最 大 的 极 值 就 是 量 值 S 的 最 不 利 值 ,而 相应 的 荷载 位 置 即 为 移动 荷载 组 的 最 不 利 位 
置 。 一 般 地 说 , S 的 最 不 利 值 是 在 数值 较 大 而 又 比较 密集 的 集中 荷载 作用 于 影响 线 的 顶点 时 发 
生 的 。 因 此 ,在 按 式 (4 -4) 试 算 之 前 可 先 通过 直观 判断 排除 部 分 荷载 ,从 而 减轻 计算 工作 。 

有 关 确 定 最 不 利 荷载 位 置 方面 还 需要 明确 以 下 基 ts 


本 概念 : gE 
(1) 无 论 移动 荷载 的 移动 方向 如 何 , 所 得 临界 荷载 £ 


的 判别 式 是 相同 的 ,所 求 得 的 最 不 利 荷载 位 置 以 及 量 值 
S 的 最 不 利 值 也 是 相同 的 。 但 在 车 辆 调头 行驶 时 ,移动 á 


REAR XE CREE ABM S 的 最 we、 


ABE3842mLE S 的 最 不 利 值 均 可 能 发 生 改 变 。 (=o 

(2) 当 某 一 集中 荷载 使 得 判别 式 (4 - 4) 中 的 一 式 sema 
成 立 , 另 一 式 取 等 号 时 ,该 荷载 依然 属于 临界 荷载。 

(3) 判别 式 (4 - 4) 可 以 适用 于 图 4 - 21a RR © | 
影响 线 为 单 折 点 折线 时 的 情况 (图 4 一 21b) ,但 需 注 意 式 
P a 的 取 值 应 按 图 中 所 示 ; 当 影响 线 为 直角 三 角形 
(图 4 一 216) 时 ,最 不 利 茶 描 位 置 可 由 直观 判定 。 er 

以 下 讨论 影响 线 为 多 边 形 的 情况 。 设 有 移动 荷载 
组 如 图 4 - 22a 所 示 , 某 量 值 S 的 影响 线 如 图 4 - 22b 所 示 为 多 边 形 。 现 用 Fa Fu ,… Fa SPB 
表示 作用 在 影响 线 各 边区 间 内 集中 荷载 的 合力 ,其 对 应 的 影响 线 竖 标 记 为 3,3,7,3 H a, 
aa ,0 分 别 表示 影响 线 各 边 的 倾角 , 仍 以 逆 时 针 方 向 为 正 。 

当 整 个 荷载 组 移动 一 微小 距离 Ax 时 ,S 的 变化 量 为 

AS = Fu Ai + FAJ: + + Fy Ay, to + Fe, AG, 


(4-4) 


= Fy Artan a, + Fo Aztan a, +--+ Fp, Aztan a, ++ + F,, Axtan a, 
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= AY Fa tan a, (b) 
式 中 各 tan a, WS 影响 线 各 边 的 斜率 ,它们 分 别 为 常数 。 量 值 S 取得 极 值 的 条 件 仍然 是 荷载 组 
作 微 小 移动 时 AS 发 生变 号 。 按 照 与 三 角形 影响 线 时 同样 的 道理 ,AS 变 号 只 可 能 发 生 在 有 一 个 
集中 荷载 越过 影响 线 的 某 一 个 顶点 时 。 于 是 , 便 可 以 得 到 结论 : 量 值 S 取得 极 值 的 必要 条 件 是 
有 一 个 集中 荷载 恰好 作用 于 影响 线 的 某 一 个 顶点 。 根 据 这 一 道理 ,可 得 到 多 边 形 影 响 线 时 使 S 
取得 极 大 值 的 临界 荷载 判别 式 为 


"| “ej “| “| 


R 4-22 


4 Fs 在 影响 线 顶 点 左 盆 EFa, tan a, zo} (4-5) 


4 Fe 在 影响 线 项 点 右 侧 。 SOF, tan a, <0 
同 理 ,使 S 取得 极 小 值 的 临界 荷载 判别 式 为 
当 Fr 在 影响 线 顶 点 左 侧 之 Fntan a, <0 
当 Fr 在 影响 线 顶点 右 侧 。 Fy, tan ol 
通过 直观 判断 和 按 以 上 判别 式 试 算 可 以 确定 各 临界 荷载 。 然 后 , 便 可 按 式 (4 - 1) 求 得 S 的 各 个 
极 值 ,并 进而 求 得 S 的 最 不 利 值 和 移动 荷载 组 的 最 不 利 位 置 。 
若是 均 布 移动 荷载 作用 的 情况 , 则 量 值 S 是 荷载 作用 位 置 参 数 > 的 二 次 函数 ,其 最 不 利 荷 


载 位 置 可 按 一 般 求 极 值 的 方法 ,由 9 = 0 的 条 件 确定 。 若 移动 荷载 组 中 同时 包含 有 集中 荷载 和 
均 布 荷载 , 则 对 于 集中 荷载 通过 影响 线 的 顶点 位 置 时 ,临界 荷载 应 按 守 Fu tan a, 是 否 变 号 来 判 
断 ;而 对 于 均 布 荷 载 通过 影响 线 顶 点 时 的 不 利 位 置 , 则 需 按 93 = 0 的 条 件 来 确定 。 


实际 的 移动 荷载 是 千变万化 的 。 例 如 ,在 桥梁 上 行驶 的 火车 或 汽车 种 类 繁多 ,载运 情况 也 十 
分 复杂 。 在 结构 设计 时 不 可 能 也 没有 必要 对 每 种 情况 都 进行 计算 ERER OR E DIR 
来 进行 设计 。 这 些 标准 荷载 是 按照 不 同类 别 的 桥梁 经 过 统计 分 析 制 定 出 来 的 , 它 含 盖 了 正常 使 
用 条 件 下 可 能 发 生 的 情况 。 有 关 铁 路 和 公路 的 标准 荷载 可 见 附录 A。 

例 4- 10 试 求 图 4 - 23a 所 示 员 车 权 在 图 示 吊车 竖 向 荷载 作用 下 BAENEKEJ, BUH- GREH 
FEW Fry = Fr =426.6 KN, B— SEW Prey = Foy = 289.3 kN, 轮 距 及 车 挡 限 位 的 最 小 车 距 如 图 所 示 。 

M BEN BRERA Fs 影响 线 。 由 直观 判断 只 有 当 FaR Tn 作用 在 影响 线 顶 点 时 Fe 可 能 达到 最 大 
fa. 

先 考虑 Fw 作用 于 B 点 的 情况 (图 4 一 23b) ,此 时 Fy ER RA 


(4-6) 
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w 


(a) 


Ly 


Oe baal aie tots 


图 4-24 
=70 kN X0,625 + 130 kN X 0. 125- $0 KNX 0.375=41.25 kN>0 
Pott DRAM: OF, tan a, = Fp tan a, + Fp lati as + Fp tan ay 
=70 KNX 0. 125 — 130 kN x 0.375 - 50 KNX 0.375 = - 58.75 kN<0 
SLD F, tan % 变 号 ,故此 为 一 临界 位 置 。 其 相应 的 影响 量 极 值 为 
Mk = EFp,y, =70 kNx2.5 m + 130 kNX 3 m+50kNx1.125 m= 621.25 kNem 
若 将 重 车 后 轴 置 于 C 点 , 则 有 图 4 — 24c 所 示 四 个 轴 压 布置 在 影响 线 范围 内 ,得 
Fm 在 C 点 左 侧 :之 Frtan e, = Fatan a, + Festan a; + Fetan as 
= 130 KN x 0.625 — 50 kNx0.375- 100 kNx0.375=25 kN>0 
Fm 在 C MAM: 2 Fp, tan a, = Fy tan a, + Fmtan as + Fmtan as + Fastan ay 
= 7 KNX0.625 + 130 KN 0. 125 - 50 kN x0. 375 - 100 kNX0.375=3.75 kN>O 
BEF. tan w 未 变 号 ,所 以 此 非 临界 位 置 。 经 判定 车 队 左 行 时 不 再 有 临界 位 置 。 
(2) 再 考虑 车 队 右 行 的 情况 
将 重 车 后 轴 量 于 D 点 ,此 时 仅 有 三 个 荷载 在 影响 线 范围 内 (图 4 - 24d) ,得 
Fn D 2M: D Fp, tan a, = Fmtan a, + Fe tan a> + Fptan as 
= 50 kN x 0.625 + 130 KNX 0. 125-70 kNx0.375=21.25 kN>0 
Fetan a, + Frtan as + Fmtan as 


Fa D AM: Fp, tan a, 
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=50 KNX0.625~ 130 kNx0.375-70 KNX 0.375= -43.75 kN<0 
可 见 ,学 Fp,tan a, 变 号 ,故此 也 是 临界 位 置 .其 对 应 的 影响 量 极 值 为 
Mg = =F py, =50 ENX1.875 m+ 130 ENX 3 m+70 KNX 1.5 m= 588.75 kNem 
继续 试 算 未 发 现 其 他 临界 位 置 。 
(3) 比较 车 队 左 行 和 有 行 两 种 情况 可 知 ,荷载 最 不 利 位 置 应 如 图 4 - 23b RR K 截面 的 最 大 弯 矩 为 
Muna = 621.25 kN+me 


84-6 MLRHAACHRPAH RARE 


4-6-1 内 力 包 络 图 


结构 分 析 时 常 需要 求 出 在 恒 载 和 活 载 共 同 作用 下 各 截面 上 的 最 大 和 最 小 (或 最 大 负 值 ) 内 
力 ,从 而 为 设计 提供 依据 。 例 如 ,在 混凝土 结构 构件 设计 中 , 常 需 按 照 上 述 情况 来 确定 钢筋 的 配 
置 以 及 构造 。 如 果 将 结构 杆 件 各 截面 的 最 大 和 最 小 (或 最 大 负 值 ) 内 力 值 按 同一 比例 标 在 图 上 ， 
连 成 曲线 , 则 这 种 曲线 图 形 就 称 为 内 力 包 络 图 。 因 此 ,内 力 包 络 图 实际 上 表达 了 各 截面 上 内 力 变 
化 的 上 、 下 限 。 

在 实际 工程 设计 时 ,对 于 动 荷 载 通常 需 梯 上 规定 的 动力 系数 以 反映 荷载 的 动力 影响 。 在 给 
和 制 内 力 包 络 图 时 ,一般 是 将 杆 件 分 成 若干 等 分 ,对 每 一 分 点 所 在 的 截面 均 按 $4 — 5 所 述 方法 利 
用 影响 线 求 出 其 内 力 的 上 ,下限 值 ,最 后 再 连 成 曲线 。 现 以 简 支 吊车 滩 为 例 介绍 内 力 包 络 图 的 给 
制 方法 。 

Bl 4-25a 所 示 为 一 跨度 为 12 m 的 简 支 吊车 梁 , 承 受 图 示 两 台 同 吨位 的 吊车 荷载 ,吊车 轮 压 
为 Fn = Fa = Fry = Fn =285 kN, 取 动力 系数 六 =1.1。 串 车 梁 自 重 g = 12 kNjm。 为 求 作 内 力 
包 络 图 ,可 取 梁 的 8 等 分 点 进行 计算 。 利 用 对 称 性 ,只 需 计算 梁 左 半 部 分 即 可 。 图 4 250~E 所 
东 分 别 为 1 8: 4 鹤 面 上 栾 矩 的 最 不 利 状态 ,其 对 应 的 最 不 利 值 与 相应 的 便 载 弯 矩 值 之 和 即 为 堆 
面 的 最 大 弯 矩 。 截 面 弯 矩 的 最 小 值 仅 是 由 恒 载 引 起 的 。 将 以 上 求 得 的 各 截面 最 大 和 最 小 弯 矩 标 
于 图 4 一 258g, 作 出 连 线 即 为 该 简 支 滁 的 弯 矩 包 络 图 。 后 理 ,由 图 4- 26b— f 的 截面 前 力 最 不 利 状 
态 可 作出 该 梁 的 剪 力 包 络 图 如 图 4- 26g 所 示 。 


4-6-2 BERGA Bis 


TT Tah Se HR 086 3438 K SE SR OE ATT LE, KRE, CH 
SRM RTO PAR ARMA. H 4—25¢ 中 可 见 ,简直 粱 在 吊车 移动 荷载 作用 下 
的 绝对 最 大 硒 矩 并 不 发 生 在 梁 的 跨 中 ,而 通常 是 发 生 在 跨 中 附近 。 寻找 并 确定 绝对 最 大 弯 矩 这 
一 问题 的 基本 特点 是 :截面 的 位 置 和 荷载 位 置 都 是 未 知 的 , 即 这 两 者 都 是 变化 的 。 

由 $4-5 中 的 分 析 已 知 , 当 内 力 影 响 线 为 三 角形 时 ,其 最 不 利 荷载 位 置 必定 发 生 在 移动 荷 
载 组 中 的 一 个 临界 荷载 Pre 恰 好 位 于 影响 线 的 顶点 ( 即 截面 所 在 点 ) 时 。 由 此 便 可 推理 :绝对 最 
大 弯 矩 必定 发 生 在 某 一 临界 荷载 之 下 。 根据 这 一 推理 ,就 可 以 通过 试 算 结合 解析 的 方法 确定 简 
支 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 。 即 先 可 通过 判断 玖 定 娜 几 个 荷载 之 下 可 能 产生 绝对 最 大 弯 矩 ;再 根据 任 
一 荷载 Fw 下 截面 弯 矩 随 荷 载 移动 而 变化 的 规律 ,分别 求 出 LRA GBA FORM BADE; 
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然后 通过 比较 求 得 绝对 最 天麻 矩 。 


2.81m Fa | Fes Foal 
© Ea ie ee (人 
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图 4-25 图 4-26 
设 简 支 染 上 作用 有 移动 荷载 如 图 4 - 27 所 示 。 用 z 表示 某 一 指定 荷载 F, 至 A KRY 
Bia 表示 该 指定 荷载 Fe, 至 粱 上 荷载 合力 Fa 的 距离 ; M, 表示 Fp, 左边 的 荷载 对 F, 作用 点 的 力 
矩 , 它 是 一 个 与 x 无 关 的 常数 。 此 时 , Fe MERENDA M, TURRA 


M,=Pyr~M,="8U-2-a)2-M, 


M. 49 8 LAS RE 
dM, _ Fr 
d T 


(i-2xz-a)=0 
得 
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== 与 (4-7a) fee hele of 


Fn Frnt Fra IF 
或 4 cl B 
at=l-x-a (4-7b) 
į 4 ta 


式 (4-7) 表 明 : 当 Fs, 与 合力 Fs 恰好 位 于 峻 的 中 点 两 


2 2 
侧 的 对 称 位 置 时 ,Fw 所 在 截面 的 弯 矩 达到 最 大 值 为 | >r 1 


F 2 
Maw TE t) -M, (4-8) 图 4-27 


根据 上 述 结论 ,就 可 以 将 需 作 坛 算 的 各 个 荷载 之 下 的 最 大 弯 矩 分 别 求 出 。 将 它们 加 以 比较 ， 
便 求 得 绝对 最 大 弯 矩 。 因 为 简 支 梁 在 吊车 移动 荷载 作用 下 的 绝对 最 大 弯 矩 通常 发 生 在 梁 的 跨 中 
附近 ,所 以 一 般 情 况 下 使 滩 跨 中 发 生 最 大 弯 矩 的 临界 荷载 ,也 就 是 发 生 绝对 最 大 弯 矩 的 临界 荷 
载 。 

应 当 注意 的 是 : Fx 是 梁 上 实 有 荷载 的 合力 。 在 移动 Fw, 时 梁 上 实 有 荷载 的 个 数 可 能 有 增 减 ， 
这 时 就 需要 重新 计算 合力 Fs 的 数值 和 位 置 。 

例 4- 12 试 求 图 4 一 25a 所 示 梁 在 吊车 移动 荷载 作用 下 的 绝对 最 大 麻 矩 。 已 知 Fn = Fp = Fn = Fu = 
285 kNo 

M 根据 已 知 条 件 ,显然 只 有 Fe 和 Fm 可 能 是 产生 绝对 最 大 达 算 的 临界 荷载 。 本 例 中 两 台 吊 车 的 粕 距 和 
轮 压 均 相同 ,所 以 只 需 选择 其 中 一 个 集中 荷载 ,如 F. 进行 分 析 计算 。 

(1) 粱 上 有 四 个 荷载 的 情况 (图 4 - 280), IER, Fa 位 于 Fe 的 右 侧 ,将 F. ER ih h Cw, 


则 有 
Fr=4x285 kN= 1 140 kN 
a= L26 m 0 63 m z=l2m-0.63m_s 685 m 
由 此 可 求 得 F, PE RAL TB S E 5 
®© 1.26 mI? 
Fey Fel | |F, Fu 
Sm Sm 


图 4-28 
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4-6 试用 机 动 法 绘制 图 示 结 构 中 指定 量 值 的 影响 线 。 
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题 4-6 图 


4-7 试 绘制 图 示 结 构 主 滩 指 定量 值 的 影响 线 ,并 加 以 比较 。 


105 


4-8 试 绘制 图 示 刚 架 指定 量 值 的 影响 线 。 
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题 4-8 图 


4-9 试 绘制 图 示 杭 架 指定 杆 的 内 力 影 响 线 ,分 别 考虑 荷载 为 上 承 和 下 承 两 种 情况 。 


an 


ER 


题 4- O E] 
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4-0 试 利用 影响 线 计 算 图 示 荷 载 作 用 下 My 和 For 的 值 。 


(a) 10kN/m |20kN 10kN-m 
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4-12 过 说 明 对 于 三 角形 或 多 边 形 影 响 线 ,为 什么 移动 集中 荷载 组 的 最 不 利 位 置 必定 发 生 在 有 集中 荷载 
位 于 影响 线 的 某 一 项 点 时 ? 上 述 情况 下 临界 荷载 应 如 何 判定 ? 

4-13 试 求 图 示 吊 车 梁 在 吊车 竖 向 荷载 作用 下 巨 支 座 的 最 大 反 力 。 设 一 台 吊 车 轮 压 为 Fa = Fr = 285 
kN, 另 一 台 轮 压 为 Fo = Fw = 250 kN, 轮 距 及 车 挡 限 位 的 最 小 车 距 如 图 所 示 。 


1.38m, 
Fr 


Ho 


题 4-13 图 


4-14 图 示 结 构 活 荷载 作用 于 AB 之 上 , 试 求 : 
(1) 图 示 移 动 荷载 组 作用 时 C 截面 上 的 最 大 读 矩 Mo ; 


(2) 可 任意 间断 布置 的 均 布 活 荷载 = 20 kN/m 作用 时 ,DD 截面 上 的 最 大 剪 力 Fomm (包括 正 、 负 两 个 方 
向 )。 


A c 
bem s maf mea me mel? mela mel 


题 4-14 图 
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4-15 试 求 在 图 未 分 布 移动 荷载 作用 下 BRERA, ORAM. 
= 4.5 m 


56 kN/m 


k 10m b= 6 m —-| 
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4-16 什么 是 绝对 最 大 弯 矩 ? MAMERLRREBRU RATE BAR h RAE? 
4-17 RAR RES RET OOH RASS HSS PR RA BHI, 
3 50kN 100kN 
4m 


44 B 


[| — = 


300kN 100 KN 100 kN 
200KN 13.5 mis mf15 mJ 15 m 


(b) 
1 


= 
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$5-1 E 述 


工程 结构 所 用 的 材料 是 可 变形 的 。 因 此 ,结构 在 荷载 作用 下 会 发 生变 形 ,而 这 种 变形 会 引起 
结构 各 处 位 置 的 变化 , 即 结构 的 位 称 。 例 如 ,图 5 - 1 所 示 静 定 结构 ,在 图 示 荷 袁 作 用 下 会 发 生 如 
虚线 所 示 的 变形 和 位 移 。 结 构 的 位 移 可 以 分 为 线 位 移 和 角 位 移 。 图 5 - 1 中 BB RCC’ SPS HE 
ARB ANC 点 的 线 位 移 ;08 表 示 刚 结 点 睛 的 角 位 移 ;而 Ax RRE C 左 、 右 两 侧 杆 件 截面 之 间 
的 相对 角 位 移 。 因 铵 C 以 右 为 附属 部 分 , 当 荷载 作用 于 基本 部 分 时 ,附属 部 分 无 内 力 ,所 以 仅 发 
生 刚体 位 移 。 所 有 以 上 这 些 位 移 可 以 统称 为 广义 位 移 。 

除 荷载 之 外 ,温度 变化 \ 支 座 移动 材料 收缩 和 制造 误差 等 非 荷 载 因素 , 也 会 使 结构 产生 位 
移 。 例 如 ,图 366ab 中 让 线 所 示 位 移 分 别 是 由 率 移动 和 温度 变化 引起 的 。 

结构 位 移 计 算 的 一 项 重要 目的 是 为 了 校 核 结构 的 刚度 。 
工程 结构 除了 应 满足 设计 规范 所 规定 的 承载 力 条 件 方面 的 区 
求 以 外 ,还 应 满足 正常 使 用 条 件 方面 的 有 关 规定 ,其 中 最 主要 
的 就 是 满足 对 结构 刚度 方面 的 要 求 。 例 如 ,对 于 受 杰 杆 件 和 梁 
式 结构 (如 染 式 析 架 ) ,最 大 找 度 与 其 跨度 之 比 应 小 于 规定 的 限 
值 。 相 应 于 不 同 的 情况 ,这 一 限 值 也 是 不 同 的 。 又 如 ,对 于 各 
类 高 层 建 筑 结构 ,在 风 荷 载 或 地 震 作用 下 , 层 间 位 移 与 层 高 之 


比 以 及 结构 顶部 位 移 与 总 高 度 之 比 均 应 小 于 规定 的 限 值 。 这 图 5-1 
种 规定 保证 了 高 层 建筑 居住 的 舒适 感 , 门 . 窗 能 正常 开启 ,装饰 不 出 现 裂 颖 和 破坏 ,管线 的 安全 性 
以 及 电梯 的 正常 运行 等 使 用 条 件 。 


结构 刚度 的 大 小 还 常会 影响 其 所 受到 的 动力 作用 。 例 如 ,列车 通过 桥梁 时 , 若 桥梁 的 拨 度 过 
大 ,线路 就 有 较 大 的 起 伏 ,这 就 加 大 了 快速 移动 的 列车 对 桥梁 的 动力 作用 。 又 如 ,房屋 建筑 地 震 
响应 的 大 小 也 直接 与 建筑 物 的 刚度 有 关 ,刚度 过 大 对 建筑 物 的 抗震 常常 是 不 利 。 高 全 结构 和 高 
层 建筑 所 受 风 荷 载 的 动力 作用 ,也 与 其 刚度 有 关系 。 

有 时 ,为 了 满足 设计 对 结构 外 形 的 要 求 ,需要 预先 计算 并 考虑 结构 的 位 移 。 例 如 ,对 于 大 跨 
度 的 粱 和 屋 架 ,在 制作 时 常 需 预 先 起 拱 , 这 样 就 可 以 避免 在 使 用 状态 下 产生 明显 的 下 挠 。 图 5 一 
2 所 示 即 为 屋 架 在 制作 时 ,预先 留 有 起 拱 量 ; 的 情况 。 又 如 ,多 跨 钢 枯 桥 常 采用 悬臂 拼装 的 方式 


施工 ,为 确保 桥 自 的 顺利 合拢 就 位 和 桥 面 的 顺 直 ,也 需要 对 
— 5 n as 
的 措施 。 = 


结构 位 移 计 算 的 另 一 项 重要 目的 是 为 分 析 超 静 定 结构 ， T 
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并 且 为 结构 的 动力 和 稳定 性 计算 打下 基础 。 超 静 定 结构 的 内 力 不 能 由 静 力 平衡 条 件 惟一 确定 ， 
其 求解 还 必须 同时 考虑 变形 条 件 , 这 就 需要 计算 结构 的 位 移 。 例 如 ,图 5- 3a 所 示 的 梁 因 有 一 个 
多 余 约 束 ,所 以 是 超 静 定 的 。 仅 用 >F, =0, EF, =0 和 于 M=0 三 个 平衡 方程 ,无 法 全 部 确定 图 
示 的 四 个 支 座 反 力 。 掌 握 了 结构 的 位 移 计算 ,就 可 以 采用 图 5 一 3b 的 更 定 梁 为 计算 模型 ,根据 梁 
在 外 荷载 q 和 B 支 座 反 力 F,s 共 同 作用 下 ,B 端 竖 向 位 移 应 等 于 零 的 变形 协调 条 件 , 可 确定 Fw 
的 数值 ,并 进而 求 得 梁 的 内 力 。 


B B 
A EI 4 EI 
F, 
=L. 1 Fa 上 i " 
图 5-3 


按照 材料 力学 的 原理 , 受 弯 杆 件 的 变形 曲线 可 以 根据 挠 曲 微 分 方程 和 边界 条 件 来 确定 。 但 
结构 分 析 中 往往 只 需 计算 结构 上 个 别 点 在 指定 方向 上 的 位 移 ,这 样 就 可 以 采用 更 为 简捷 的 计算 
方法 。 结 构 尹 学 中 计算 位 移 的 一 般 方法 是 以 虚 切 原 理 为 基础 的 ,本 章 限于 介绍 静 定 结构 的 位 移 
计算 。 


§5-2 变形 体 的 虚 功 原理 


虚 功 原理 是 力学 的 普遍 原理 ,在 结构 分 析 中 有 多 方面 的 应 用 。 在 理论 力学 中 已 介绍 了 刚体 
系 的 虚 功 原理 。 其 表述 可 见于 8$84-3。 

对 于 变形 体 来 说 ,在 平衡 位 置 附近 发 生 虚 位 移 时 ,外 力 所 作 的 虚 功 之 和 一 般 不 等 于 替 。 例 
如 ,图 5~4a 所 示 的 梁 在 倚 载 作用 下 处 于 平衡 状态 。 当 梁 因 某 种 原因 发 生 如 图 5 - 4b 所 示 的 虚 
位 移 时 ,作用 于 梁 上 的 荷载 将 作 虚 功 。 因 为 虚 位 移 的 方向 与 相应 的 荷载 作用 方向 相同 ,所 以 外 力 
虚 功 之 和 明显 不 等 于 零 。 

从 图 5- 4a 的 梁 上 截取 一 微 段 (图 5 - 4c) ,作用 在 微 段 上 的 力 除 敬 载 q 之 外 ,还 有 两 出 截 面 
上 的 内 力 。 这 些 内 力 对 于 微 段 而 言 应 视 作 外 力 。 当 发 生 图 5 - 4b 所 永 的 虚 位 移 时 ,该 微 眉 的 位 


移 可 以 分 解 为 刚体 虚 位 移 和 变形 虚 位 移 两 部 分 (图 5 ~ 4d 中 实 线 和 虚线 ) , 若 将 微 段 两 侧 截面 上 
(a) Fp 4 (b) 


§5-3 结构 位 移 计算 的 一 般 公式 ”单位 荷载 法 n 


OW DERE EE F Ph E BE 3W, 之 和 , 即 
oW=8Wy + óW, 
E FR BR A FF 8638 25 , 8k Fi FB] K RS BE J) BCE BJ 30 , FF 45 JJ fE BI fE Be) 
之 和 等 于 等 , 即 
8Wi =0 
于 是 ,有 
SW=8W, (b) 
比较 (a) 、(b) 两 式 就 可 以 得 到 式 (5 -1) 的 虚 功 方程 。 
对 于 刚体 系 来 说 ,由 于 不 存在 变形 虚 位 移 , 因 而 3W, =0。 这 样 ,由 式 (5 一 1) 可 得 8W.=0， 
即 外 力 在 虚 位 移 中 所 作 的 虚 功 之 和 等 于 去。 由 此 可 见 , 刚 体系 的 虚 功 原理 只 是 变形 体 虚 功 原理 
的 一 种 特例 。 
以 下 讨论 在 发 生 虚 位 移 的 过 程 中 ,结构 所 接受 的 虚 变 形 功 8W, 的 计算 。 对 于 平面 杆 系 结构 
来 说 , 杆 件 上 任 一 徽 段 的 变形 虚 位 移 均 可 以 如 图 5 一 6 所 示 , 分 解 为 轴 向 虚 变 形 ed .平均 剪 切 
BEW Sy ds 和 弯曲 庶 变形 Sxds。 于 是 ,在 略 去 高 阶 微量 之 后 ,作用 于 微 段 两 侧 截面 上 的 应 力 
会 力 (图 5 一 4c) 在 微 段 变形 虚 位 移 上 所 作 的 虚 功 可 表示 为 


i - 


ñ 


sË `B i 


d8W, = Fydeds + FadYods + MBxrds 
式 中 Be ,3yo 和 6x 分 别 表示 微 段 因 虚 变形 引起 的 轴 向 虚 应 变 , 平 均 虚 剪 切 角 和 虚 曲 率 。 
杆 件 的 虚 变 形 功 可 以 通过 沿 杆 长 的 积分 求 得 ,整个 结构 所 接受 的 总 虚 变形 功 应 为 各 杆 康 变 
形 功 之 和 , 即 


èw, =D | (Fude + Fads + Mòr )ds (5-2) 
将 上 述 结果 代 人 虚 功 方程 式 (5- 1) ,可 得 
SW.= X f (Fade + FadYa + Max)ds (5-3) 
这 就 是 平面 杆 系 结构 的 虚 功 方程 。 


§5-3 结构 位 移 计算 的 一 般 公 式 “单位 荷载 法 


利用 平面 杆 系 结构 的 虚 功 方程 ,可 以 推导 出 结构 位 移 计 算 的 一 般 公 式 。 
图 5- 7a 所 示 为 一 结构 在 荷载 , 支 座位 移 和 温度 变化 等 作用 下 发 生 实际 变形 的 情况 。 结 构 
上 某 一 点 K 在 变形 后 移 至 未 知 位 置 K 。 兰 需求 得 实际 状态 中 K 点 沿 任 一 指定 方向 好 上 的 位 
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B Ak ,可 以 趾 拟 图 5- 6b 所 示 的 平衡 受 力 状态 。 虚 拟 状态 是 在 K AH kk 方向 作用 一 单位 荷载 
Fox =1, 记 此 时 结构 的 内 力 为 Fu Fani M, RAW Fro 


车 将 实际 状态 中 结构 的 真实 位 移 视 作 虚 拟 平衡 状态 的 虚 位 移 , 则 外 力 虚 功 为 
SW.=1-hx + DP yc 

上 式 右 端 第 一 项 是 上 述 单位 荷载 在 实际 变形 状态 位 移 上 所 作 的 虚 功 ;第 二 项 为 虚拟 平衡 状态 的 

支 座 反 力 在 实际 状态 的 各 支 座位 移 上 所 作 的 虚 功 。 这 样 ,就 可 以 将 式 (5 - 3) 的 虚 功 方程 改写 为 

A => f (Pye + Fave + Me )ds~ UF ye (5-4) 

RIP ©. yF < DIA Se BAR AS SE BB 9 Bu g 322999 a KR (S - 4) 便 是 平面 

杆 系 结构 位 移 计 算 的 一 般 公式 。 只 要 求 得 虚拟 平衡 状态 结构 的 内 力 F. Fa M ARP, LE 

知 了 实际 变形 状态 的 支 座 位 移 和 杆 件 的 轴 向 应 变 、 平 均 剪 切 应 变 和 曲率 ,就 可 以 利用 式 (5 -4) 计 

算出 位 移 A\ 。 这 种 通过 虚设 单位 荷载 作用 下 的 平衡 状态 ,利用 虚 功 原理 求 结构 位 移 的 方法 称 
为 单位 荷载 法 。 

由 以 上 分 析 可 知 , 利 用 虚 功 原理 求 结构 位 移 这 一 方法 的 实质 ,是 将 结构 的 实际 位 移 作为 虚拟 
平衡 状态 的 虚 位 移 。 需 要 特别 强调 的 是 ,结构 的 实际 位 移 并 非 是 无 限 小 量 , 而 是 有 限量 。 因 此 ， 
将 实际 位 移 视 作 虚 位 移 已 不 严格 满足 虚 功 原理 的 前 提 条 件 。 只 有 当 实际 位 移 相对 于 结构 的 原 有 
尺度 来 说 很 小 ,采用 这 一 位 移 计算 方法 才 不 至 于 造成 明显 的 误差 。 或 者 说 ,单位 荷载 法 仅仅 适用 
于 小 变形 问题 。 当 结构 的 实际 变形 属 大 变形 时 , 常 可 以 将 荷载 一 变形 路 径 分 成 若干 个 小 段 ,采用 
增 量 的 方法 利用 式 (5- 4) 求 得 结构 位 移 的 近似 值 。 

在 实际 问题 中 ,除了 计算 线 位 移 外 ,还 常 需要 计算 角 位 移 、 相 对 位 移 等 。 在 用 单位 荷载 法 建 
立 虚拟 的 平衡 状态 时 , 需 注 意 单位 荷载 应 是 与 所 求 广 义 位 移 相应 的 广义 力 。 而 所 谓 的 相应 ,是 指 
力 与 位 移 在 作 功 的 关系 上 的 对 应 ,例如 与 线 位 移 相 对 应 的 是 集中 力 ,与 角 位 移 相对 应 的 是 力 个 
等 。 另 需 注 意 的 是 ,应 使 单位 荷载 仅 在 所 求 的 广义 位 移 上 作 功 ,而 且 使 所 作 的 功 就 等 于 所 求 位 移 
本 身 。 否 则 就 不 能 直接 应 用 式 (5 - 4) 来 计算 结构 的 指定 位 移 。 

以 图 5~ 8a 所 示 的 刚 架 为 例 , 若 需求 K 点 的 竖 向 或 水 平 位 移 分 量 ,虚拟 状态 中 的 单位 荷载 
应 分 别 如 图 5 -8b 或。 所 示 , 即 在 K 点 施加 竖 向 或 水 平方 向 的 单位 力 ;车 需求 K 截面 的 角 位 
移 , 则 虚拟 状态 中 应 在 K 点 施加 一 个 单位 力矩 (图 5 - 8d); 而 图 5 ge 和 {所 示 的 虚拟 状态 ,是 
分 别 用 于 计算 J K 两 点 在 其 连 线 方向 的 相对 线 位 移 和 J K 截面 之 间 的 相对 角 位 移 。 
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(b) 


(d) 1 (O) 


在 求 桥架 结 点 的 线 位 移 时 ,同样 可 以 按照 上 述 做 法 建立 虚拟 状态 。 以 图 5 - 9a RARAY 
例 ,车 需求 C 结 点 的 竖 向 位 移 或 D 、E 两 结 点 距离 的 变化 ,应 分 别 采用 图 5 一 9b 或 。 所 示 的 虚拟 
状态 。 在 求 析 架 某 杆 件 的 角 位 移 时 ,由 于 杆 件 只 承受 轴 力 ,建立 虚拟 状态 时 应 在 该 杆 件 的 两 端 施 
加 一 对 作用 线 与 杆 件 垂直 ,大 小 等 于 杆 长 倒数 而 指向 相反 的 集中 力 以 构成 单位 力矩 ,如 图 5- 9d 
所 示 。 而 图 5 ~ 9e 所 示 的 虚拟 状态 ,可 用 于 计算 术 架 CF 杆 与 CD 杆 之 间 的 相对 角 位 移 。 


85-4 静 定 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计算 
当 仅 有 荷载 作用 村 , 式 (5- 4) 的 位 移 计算 一 般 公 式 可 简化 为 
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Aa => | (Fae t Fayo | Me)ds (a) 
Rh OF, .Fs 和 M 为 虚拟 状态 中 由 单位 荷载 引起 的 结构 内 力 ;e 、y。 和 x 为 实际 状态 中 由 荷载 引 
起 的 杆 件 微 眉 的 轴 向 应 变 , 平 均 剪 切 角 和 曲率 , 即 微 段 的 变形 率 。 设 以 Fw Fao 、M; 表 示 实际 状 
态 中 杆 件 的 内 力 , 对 于 直 杆 当 在 线 弹性 范围 内 ,按照 材料 力学 有 
=E, yaa te, pa Me O) 
RP E MG 分 别 为 材料 的 弹性 模 量 和 切 变 模 量 ; A 和 17 分 别 为 杆 件 槛 截面 的 面积 和 惯性 矩 ( 截 
面 二 次 轴 和 矩 ); 是 因 切 应 力 沿 截面 分 布 不 均匀 而 引用 的 与 截面 形状 有 关 的 系数 。EA .GA MEL 
分 别 代表 了 杆 件 截面 的 轴 向 . 剪 切 刚度 和 弯曲 刚度 。 截 面 系数 k 的 计算 公式 为 
Aí S° 
=: (e) 


e 


式 中 b 为 切 应 力 取 值 点 处 截面 的 宽度 , S 为 切 应 力 取 值 点 以 下 (或 以 上 ) 面 积 对 截面 中 性 轴 的 静 
矩 ( 截 面 ~- 次 矩 )。 对 于 矩形 截面, 有 上 = 1.2; 圆 形 截面 A= 1079; 工 字 型 截面 &= AA, (A 为 腹 
板 面积 ) 。 

对 于 常见 的 曲 杆 结构 , 杆 件 是 属于 小 曲率 的 , 即 杆 件 截面 高 度 4 与 曲率 半径 RR 相 比 很 小 (h/ 
及 <1/5)。 此 时 ,可 以 忽略 曲率 对 变形 的 影响 , 仍 果 用 式 (b) 计 算 杆 件 微 段 的 变形 率 。 

将 式 (b) 代 人 式 (a), 并 将 方程 右 端 的 三 项 分 列 , 则 得 

a= x {nds a | Para + > [Meas (5-5) 
式 (5 ~ 5) 即 为 平面 杆 系 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计 算 公式 。 由 此 可 见 ,只 要 分 别 求 得 结构 在 虚 
拟 状态 单位 荷载 作用 下 的 内 力 和 在 实际 状态 荷载 作用 下 的 内 力 ,就 可 以 利用 式 (5 - 5) 计算 任意 
的 指定 位 移 。 

式 (5 一 5) 等 号 右边 的 三 项 分 别 代表 了 杆 件 的 轴 向 变形 .前 切 变 形 和 硒 昌 变形 对 结构 位 移 的 
影响 。 在 实际 计算 中 ,根据 结构 杆 件 的 受 力 性 质 以 及 上 述 三 种 变形 对 结构 位 移 影响 的 大 小 ,党 只 
需 考虑 其 中 的 一 项 (或 两 项 )。 例 如 ， 

(1) RARR 

在 梁 和 刚 架 中 ,位 移 主 要 是 由 麻 曲 变形 引起 的 , 轴 向 变形 和 剪 切 变形 的 影响 ~- 般 很 小 ,可 以 
咯 去 。 这 样 , 式 (5 一 5) 可 简化 为 


a= x | ea (5-6) 
(2) H i 
在 术 架 中 ,各 杆 只 受 轴 力 ,而 且 每 一 杆 件 的 轴 力 和 截面 一 般 是 洛 杆 长 不 变 的 , 故 其 位 移 计 算 
公式 可 简化 为 


Fy F l 


Ar = > EA (5-7) 


(3) 组 合 结构 
在 组 合 结构 中 ,有 刚 架 式 杆 各 只 承受 轴 力 的 链 杆 两 种 不 同性 质 的 杆 件 。 对 于 出 架 式 杆 ,一 般 
可 只 考虑 弯曲 变 形 的 影响 ,而 对 于 链 杆 则 应 考虑 其 轴 向 变形 的 影响 。 此 时 ,位 移 计算 公式 简化 为 
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MMe j, + gE Eel _ 
A =E | “Era = (5-8) 
(4) 拱 
对 于 拱 , 当 忽略 拱 轴 曲 率 的 影响 时 ,其 位 移 仍 可 近似 地 按 式 (5 - 5) 计 算 。 计 算 表明 ,通常 只 
需 考虑 弯曲 变形 的 影响 。 但 当 拱 轴线 与 压力 线 比 较 接近 (两 者 的 距离 与 截面 高 度 相当 ) ,或 者 是 


计算 扁平 拱 (FA< 175) 中 的 水 平 位 移 时 , 则 还 需要 考点 轴 向 变形 的 影响 , 即 有 
-ea x | Ses (5-9) 


最 后 值得 一 提 的 是 ,本 节 中 所 列 出 的 荷载 作用 下 的 位 移 计 算 公 式 不 仅 适用 于 静 定 结构 ,也 同 


样 适用 于 超 静 定 结构 。 
例 5-1 试 求 图 5- 10a 所 示 简 支 染 中 点 C 的 竖 向 位 移 Ax 和 转角 9. ,并 比较 剪 切 变形 和 杰 曲 变形 对 位 移 
的 影响 。 设 粱 的 横 截面 为 短 形 ,截面 宽度 为 5 WEH h ,材料 的 切 变 模 量 G =0.4E。 


@ qa.” - | a À ， 
epee eee, u Os. 


M RERA C 的 竖 向 位 移 时 , 取 虚 拟 状 态 如 图 5- 10 b 所 示 。 在 对 称 的 竖 向 荷载 作用 下 , # th y EA 
前 力也 是 对 称 的 。 取 支 座 A 为 坐标 原点 , 当 0< r< /2 时 ,实际 状态 和 虚拟 状态 下 梁 的 内 力 可 分 别 表 示 为 


M= az q. Fep= dal qz 
M=yx, Fact 
将 以 上 各 式 代入 式 (5 - 5) ,注意 到 内 力 对 称 时 , 染 左 右 两 半 的 积分 值 应 相等 ,有 


12M “z 
ax = ali Mear +Í Fee, 
p ' 


= 1 “= ( 上 2 k í“ 1⁄1 
=al p] (yale - Far Jar + af 7 (zal ~ qz)ax ] 


= 54 , kql? 
= 384E] * Ga (+) 


计算 结果 为 正 值 ,表明 C 点 的 坚 向 位 移 与 建 拟 单位 荷载 的 方向 相同 , 即 为 向 下 。 以 上 第 -~- 项 为 壮 曲 变形 对 C 点 
坚 向 位 移 的 影响 ,第 二 项 为 章 切 变形 的 影响 。 


将 A= 抽 ,1= 的, 和 =1.2,G=0.4E 代 人 以 上 A 的 表达 式 .得 


Aer alita +) Jap 
以 上 计算 结果 表明 , 99 E) 38 JÉ Be f A AT 的 增 大 而 加 大 。 当归 的 高 跨 比 和 = Lat, wna 


形 的 影响 为 弯曲 变形 的 2.4% 。 可 见 , 对 于 裁 面 高 度 远 小 于 跨度 的 一 般 工程 梁 来 说 ,可 以 忽略 剪 切 变形 对 位 移 
的 影响 ;但 对 于 深 梁 来 说 , 剪 切 变形 的 影响 常 不 容 忽 视 。 
由 十 简 支 如 在 全 跨 均 布 荷载 作用 下 变形 与 内 力 都 是 对 称 的 ,所 以 滩 中 点 应 无 转角 发 生 。 图 5 - 10c 的 虚拟 
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次 态 中 暴 的 内 力 应 是 反对 称 的 ,按照 式 (5 5) 进行 积分 同样 可 求 得 8. = 0。 
例 5- 2 试 求 图 5 - la 所 示 半径 为 R 的 国 红 形 曲 杆 有 端的 竖 向 位 移 Au 。 已 知 曙 杆 的 Er EA ,GA 均 为 
Wm. RIBER A) i = 十, 材料 的 切 变 模 蔓 G 0.48. 
B 实际 状态 中 曲 杆 上 任 一 截面 C 处 的 内 力 可 借助 于 历 离 体 图 ! 图 5 — 11b) 表 达 为 


Mr = FrRsin p, Fe= - Fesin g, Fo = Fpcos p 
BME fe Bay, CRA NS ~ lic AR. HH ORM ADH 


M=Rsing, Fy=~sing, Fa=cos o 


© i 


图 5-11 


将 以 上 两 种 状态 的 内 力 表达 式 代入 式 (5 - 5) ,得 


du [tease f bases Hateras 


snk pdp + FEE aint pdp + | ot pdp 
wFeR'  xFpR kxFrR 
= "GET ‘Gea t aca (+) 
SY 9135 S lli 88 J 851236 a BY A ET By SY BE, 将 已 知 条 件 代 人 上 式 , 则 得 
_ xF,R` EE YE SS; 
atr tle) :十 (去) ] 
xF, R° 1 1 
- “FET (mtr) (4) 
可 见 轴 向 变形 和 剪 切 变形 的 影响 都 很 小 ,一 般 可 以 忽略 。 
例 5-3 试 计算 图 5- 12a RRR RRA B 的 水 平 位 移 Ano RAA EA 均 相 同 。 


以 上 第 一 、 


图 5-12 


A KERRE S- 12a) 析 架 内 力 对 称 , 囊 拟 状态 (图 5 一 12b) 析 架 仅 有 下 弦 杆 受 拉 。 由 式 (5 一 7) 可 得 


§5-5 BR 法 n7 


As = pig DF Fel = hg (2 1K Fp X20) 
=4 Fed (~) 
§5-5 # £ 法 
在 计算 梁 和 刚 架 在 荷载 作用 下 的 位 移 时 , 常 需要 求 积分 
My (a) 


-ET 
当 结构 杆 件数 量 较 多 而 荷载 情况 又 较 复 杂 时 ,以 上 的 弯 矩 列 式 和 积分 工作 将 相当 烦琐 。 实 际 的 
工程 结构 大 多 是 由 等 截 而 的 直 杆 构成 的 。 此 时 ，- 般 可 以 用 以 下 图 乘法 来 代替 积分 运算 ,从 而 简 
化 计算 工作 。 
构件 为 直 杆 时 ,结构 在 虚拟 状态 中 由 单位 荷载 引起 的 恋 矩 图 形 是 由 直线 段 构成 的 。 不 失 一 
般 性 ,可 以 从 中 取出 一 杆 段 AB ,实际 状态 和 虚拟 状态 中 该 杆 段 
OY 2548 PL 5 - 13 所 示 。 车 AB 段 内 杆 件 截 面 的 弯曲 刚度 EI 为 
常数 , 则 对 于 图 示 坐 标 系 有 
和 = 证 fmaz 
= men af 2Modx 


= gren afzda (b) 


式 中 dA = Medz 为 M* 图 中 的 微分 面积 ,而 积分 | xdA REM, 
图 的 面积 对 于 y 轴 的 静 矩 。 用 r RAR Me 图 的 形 心 C # y 轴 的 距离 , 则 有 
jzaa = Ar, (c) 


将 式 (c) 代 入 式 (b) ,并 考虑 到 rotan a = 加 的 关系 ,有 


MM, _ Ay 
EY“ ~ ET 


式 中 yo Mr 图 的 形 心 位 置 C BPM ALAS M 图 中 的 竖 标 。 

由 式 (5 一 10) 可 知 ,在 计算 由 弯曲 变形 引起 的 位 移 时 ,可 以 用 集 载 弯 短 图 ( M, 图 ) 的 面积 A 
乘 以 其 形 心 位 置 对 应 的 单位 奇 矩 图 (县 图 ) 中 的 竖 标 yo ,再 除 以 杆 件 截面 的 夸 曲 出 度 El, "$H 
积 4 与 竖 标 yo 在 基线 的 同 侧 时 应 取 正 号 ,在 异 侧 时 应 到 负 号 。 这 种 按 图 形 计算 代替 积分 运算 的 
位 移 计 算 方法 就 称 为 图 形 相 乘 法 ,简称 为 图 乘法 。 

根据 以 上 的 推导 过 程 可 知 , 图 形 相 乘 法 只 适用 于 等 截面 直 杆 段 的 情况 ,而且 杆 段 的 两 个 恋 矩 
图 中 至 少 应 有 一 个 是 直线 。 当 杆 件 或 其 村 和 矩 的 图 形 在 分 段 后 才能 满足 上 述 适 用 条 件 时 ,可 以 按 
昭 积 分 运算 的 规则 分 段 图 乘 ,然后 将 分 艘 图 乘 的 结果 相 加。 应 当 注意 的 是 , y, 只 能 取 自 直线 图 
形 ,而 A 应 取 自 另 一 图 形 。 


(5-10) 
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其 中 


(e) 


将 式 (e) 代 人 式 (d) 可 得 


its 1 
En) MMeds = gpy(2ac + 2bd + ad + be) (D) 


式 (f) 也 可 以 适用 于 图 5 - 15b KR, PALF HER a) 
两 侧 时 的 情况 。 此 时 , 式 中 括号 内 各 项 的 正 、 负 号 应 按照 在 基 。。““--” 
线 同 侧 竖 标 相 乘 取 正 、 异 侧 竖 标 相 乘 取 负 的 原则 确定 。 式 () 4 a 
也 适用 于 一 端 竖 标 为 零 , 即 图 形 为 三 角形 时 的 情况 。 [请 人 图 
图 5- 16a 所 示 为 杆 件 受 映 村 矩 和 均 布 荷载 共同 作用 下 O) dx 
HSER. ARAARA, TUAE M, Bi 89 35 RS 
IEE F 08036 S ER 5- 16b) 与 相应 简 支 梁 在 均 布 荷 jy x 
载 作用 下 标准 抛物 线形 的 订 矩 围 (图 5 ~ 16c) 香 加 而 成 。 将 上 | 


述 两 个 图 形 分 别 与 M EWR, SEAR CA By BER AR 4 二 


应 当 注 意 的 是 ,所 谓 弯 矩 图 的 释 加 是 指 其 坚 标 的 酸 加 。(o) | x--l 
麦 加 后 的 抛物 线 图 形 虽 与 原 标准 抛物 线 的 形状 不 相同 ,但 在 4 ie X 
FEW de 上 两 者 对 应 的 竖 标 均 相同 ,因而 两 者 的 面积 和 i 


形 心 位置 都 是 相同 的 。 在 确定 图 5 - 16a 虚线 以 下 抛物 线 的 
面积 和 重心 位 置 时 ,可 以 采用 相应 标准 抛物 线 的 计算 公式 。 上 4 一 4 一 
例 5-4 试 求 图 5-17a PARAM CARENE Aco B Fl 
三 常 数 。 
解 ” 作 出 悬臂 梁 在 均 布 荷 载 作用 下 的 Mr 图 和 单位 荷载 作用 下 的 M 图 ,如 图 5 一 17b 和 d 所 示 。 
方法 一 :由 于 M 图 是 折线 ， 般 需 分 段 图 采 。 因 CB 眉 且 =0, 所 以 只 筑 将 Me 图 在 AC 段 的 图形 分 解 为 一 
个 矩形 ,一 个 三 角形 和 一 个 标准 抛物 线形 (图 5- 17b) ,其 面积 以 及 重心 位 置 对 应 的 M 图 竖 标 分 别 为 


aby E i S El 
人 


图 5-16 


‘al | = E res oid ae) £ ee 
WEEN AS ER i ME a T 
ULMER SACRA SRR ARERR S. FE, C 点 的 竖 向 位 移 为 


Tae tl i 
amlet exe eX Jose (O 


实际 上 MME AC 段 的 上 述 三 个 村 矩 图 形 , 是 由 图 5 - 17c ARAR ik ch CABS WAR AC 
段 上 的 均 布 荷载 分 别 引 起 的 。 

方法 二 : AC 段 上 的 M, 图 也 可 以 如 图 5 - 17e 所 示 ,看 作 旦 从 一 个 梯形 上 减 去 一 个 标准 掀 物 线 图 形 AAR 
(人 ,并 注意 到 标准 抛物 线 图 形 与 其 重心 位 置 对 应 的 M 图 至 标 位 于 基线 的 异 侧 ,有 


et q l Wty WOR OE S A OE _ ital 
per (2x g gto z+) EI“ 3 * 2 “3x 2% 3" (1) 


以 上 结果 与 方法 一 中 所 得 结果 柜 同 。 此 外 ,还 可 以 有 其 他 的 图 形 分 解 方法 。 


Me 
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af 图 


图 5-17 


例 5-5 试 求 图 5- 18a 所 示 组 合 结构 K 点 处 的 竖 向 位 移 4w 。 已 知 户 =2.1x10: MPa,1=1.6x10- 
m', CD #A=5.0 10" mo 

解 组合 结构 的 位 移 计算 应 采用 式 (5- 8) SOP OA EAR OY UP A 3k TTM. 

作出 Mr 图 .Fe 和 M 图 、Fs ,分别 如 图 5- 18b 和 <c 所 示 。 由 于 
CBR M= 0, AC BREA RZM, LAH AC BHM, BAAR, 
而 M PLL RL R BF Bb a G dy Lit MW AT OM aT A 
以 其 相应 的 Me 图 中 的 竖 标 更 为 方便 。 注 意 ,于 图 和 AM 图 位 于 基线 异 
侧 , 而 两 种 状态 下 CD 杆 均 为 受 拉 , 有 F-2m—12m 12 m 


1 1 1 
A, = > gI X z x4 mx 1 mx -y X 160 Xx 10" Nem + 


{b) 


a 120% 10° NX2m 


EA 
=~ 160X10 Nm J 12010" Nem 
21x10" MPax1.6x10 a 2.110" MPax5.0x 107 nf d 
adp 图 、FNy 
二 4.76x10，m+1.14x103 m 
= -3.62%10°% m (4) @ 


由 此 可 见 , 由 横梁 弯曲 变形 引起 的 K 点 的 竖 向 位 移 是 向 上 的 , 即 与 
所 设 单位 荷载 的 方向 相反 ;而 由 CD 杆 受 拉 伸 长 引起 的 并 点 的 坚 向 位 
BEATH JOURS T RT RAS K 点 的 实际 位 移 即 为 上 
述 两 项 位 移 的 代数 和 。 

例 5-6 BMRA S-19 所 示 刚 架 B 点 的 水 平 位 称 A.s MEFE. 图 5-18 
右 杆 件 截面 间 的 相对 转角 Asr 。 设 各 杆 件 El 相同 。 

K ” 先 在 求解 此 带 定 出 架 的 基础 上 ,分别 作出 实际 荷载 作用 下 的 M; 图 和 两 种 单位 荷载 作用 下 的 M 图 ,分 
别 如 图 5 - 19b 和 ec.d 所 示 。 


tm WASP, 
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图 5 一 19b 中 FD Et y) 85 A E: HEC 处 的 剪 力 和 杆 件 所 受 均 布 荷载 共同 引起 的 ,可 以 分 解 为 一 个 三 角形 
和 一 个 标准 抛物 线形 : AC 段 的 弯 矩 图 是 由 杆 端 读 矩 引 起 的 ,可 以 视 作 是 两 个 杆 端 恋 矩 单独 作用 所 引起 的 恋 矩 
HRM DMA AC 杆 以 右 的 三 角形 中 扣除 以 虚线 为 基线 的 另 一 个 三 角形 。 

在 Mr 图 中 各 杆 段 上 有 


Al=4%5 mx50 Nem, A, = A,= %S mx25 kN-m, Ay= 4X5 mx 25 kN-m 


As=4 X10 mX 10 kNem, Ag= 4 x10 mx20 kN-m, A= 4x5 mx35 kNm 
以 上 面积 图 形 的 形 心 位 置 对 应 图 5 - 19c PA Ei ch fi EE 
n$m, yew Fx1Om, = 2xt0m 
y210m+ 2x10 m=4x10 m, s= 10 m+ 3x10 m= 5x10 m, »=0 
按照 图 形 与 相应 竖 标 在 基线 同 侧 时 乘积 取 正 , 异 侧 时 乘积 取 负 的 规则 ,有 
A = pj AN + Aaya + Ayyy + Auge = Ass + Age) 


— 3.188 kN: m” 
Er Ce) 


Ti AS E BH JV ftJ 3 ak f: W. 31 i BS — 19d #4tr E Pl d: 052 ER 29 


x= 32. NTAS Z n 


(e) 


Es- 
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于 是 ,有 
Be =l- Arve Arys + Auge Asys + Asy) 


_ 2 075 kN-m? 
=E OO 


§5-6 #LAMAEARASEAFORBHE 


静 定 结构 受到 温度 变化 , 支 座位 移 、 材 料 收缩 和 制造 误差 等 非 荷 载 因 素 的 作用 时 ,虽然 不 产生 内 
力 , 但 会 产生 位 移 。 这 种 位 移 仍然 可 以 利用 单位 荷载 法 及 其 相应 的 位 移 计算 一 般 公式 (5 - 4) 
计算 ,所 不 同 的 是 ,被 视 作 虚 位 移 的 实际 状态 的 变形 和 位 移 并 不 是 由 荷载 产生 ,而 是 由 上 述 非 茶 
载 因素 所 引起 。 

对 于 线 弹 性 体系 来 说 ,位 移 符合 肥 加 原理 。 因 此 , 当 有 几 种 因素 同时 作用 时 ,可 以 用 阁 加 的 
方法 求 得 结构 的 最 终 位 移 。 


5-6-1 由 于 温度 变化 ,制作 误差 等 引起 的 位 移 


况 定 结构 受 温度 变化 作用 时 ,各 杆 件 均 能 自由 变形 而 不 会 产生 内 力 。 只 要 能 求 得 杆 件 各 微 
股 因 材料 热 胀 冷 缩 所 引起 变形 的 表达 式 , 并 将 这 种 变形 视 作 虚 ands 
拟 平 衡 状 态 的 虚 位 移 , 即 可 利用 式 (5 - 4) 求 得 结构 的 位 移 。 

现 从 结构 杆 件 上 截取 任 一 微 段 ds( 图 $- 20) , 设 微 段 上 侧 表 
HA MELE Fe, ,下 侧 表面 温度 升 高 :,。 为 简化 计算 ,假定 温度 沿 
杆 件 截面 高 度 A 按 直 线 规律 变化 。 此 时 , 微 段 的 变形 如 图 5 - 20 
虚线 所 示 ,截面 在 变形 之 后 仍 将 保持 为 平面 。 可 见 ,由 温度 变化 
引起 的 杆 件 变形 可 以 分 解 为 沿 杆 件 轴线 方向 的 伸缩 和 截面 绕 中 
性 轴 的 转动 两 部 分 , 杆 件 不 存在 剪 切 变形 。 

设 截面 中 性 轴 至 微 段 上 .下 侧 表面 的 距离 分 别 为 Aht 
性 轴 处 温度 的 变化 为 te , 按 几何 关系 可 得 区 人 


hit, thot 
that (a) 


SFE OO ARTE ep REER, BI A, = ha = 各, 则 上 式 成 为 


ttt 
teat (b) 


设 材料 的 线 膨胀 系数 为 =, 则 微 段 因 温度 变化 引起 的 轴 向 应 变 和 曲率 可 分 别 表 达 为 


E = ato (c) 


式 中 Ar = 4 一 为 杆 件 上 下 侧 漫 度 变化 之 差 。 将 以 上 式 (b)、(c) 代 人 式 (5 一 4) ,注意 到 平均 切 


应 变 Yo = 0 和 支 座 位 移 c=0, 并 以 Ae fE A ,表示 由 温度 变化 引起 的 位 移 ,得 
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An =X | Pretods ' | 了 只 ta ($11) 


上 式 等 号 右边 的 第 一 项 表示 平均 温度 变化 引起 的 位 移 : 第 二 项 则 表示 杆 件 F 下 侧 温度 变化 之 差 
引起 的 位 移 。 式 (5 - 11) 就 是 计算 静 定 结构 由 于 温度 变化 引起 位 移 的 计算 公式 。 若 杆 件 沿 长 度 
温度 变化 相同 并 且 截 面 高 度 不 变 , 则 上 式 可 改写 为 
Aw = Baty | Fads + pee f Mas 
= SatoAp, + TRA (5~12) 


式 中 An, = | Fvds ,为 FF 图 的 面积 ;4 = | Mas,» M 图 的 面积 。 


在 应 用 式 (5 - 11) 和 和 式 (5 - 12) 时 ,等 号 右边 各 项 的 正 负 号 应 按 功 的 取 值 原则 确定 : 当 实 际 状 
态 温 度 变化 引起 的 变形 与 虚拟 状态 内 力 相应 方向 一 致 时 ,所 作 虚 功 为 正 ,应 取 正 导 ; 方 向 相反 时 ， 
所 作 虚 功 为 负 ,应 取 负 号 。 

值得 注意 的 是 , 当 求 结构 由 于 温度 变化 而 引起 位 移 时 , 杆 件 轴 向 变形 和 弯曲 变形 对 位 移 的 影 
响 在 数值 上 是 相当 的 ,所 以 一 般 不 能 略 去 轴 向 变形 的 影响 。 

例 $-7 试 求 图 5-21a 所 示 结 构 , 由 于 图 示 温 度 变化 引起 的 DAME ME Ay. RH MAW RM 
D a BASHEER. RENE h =0.15a。 

解 SH BE HOLA SP Oh RASEN, MA S—21b 和 < 所 示 。 由 式 (5- 12) 得 


图 3-21 


Ay = a X1OXVEXVBa +a X10X 4 Xa + 


(BE) (CD) 
20 1 = OD 9523 es 
2X aX gTa” ToT Xn 
(AB.BC) (EC) 
=25aa ($+) 


以 上 EC 杆 所 对 应 的 项 取 负 值 是 因为 在 网 5 — 21c 所 示 庶 氢 状 态 中 该 杆 为 上 侧 受 拉 , 而 实际 状态 温度 变化 
所 引起 的 变形 却 方向 相反 ,为 向 下 凸 的 。 

和 静 定 结构 由 于 材料 收缩 或 制造 误差 引起 位 移 的 计算 ,其 原理 与 计算 温度 变化 引起 的 位 称 时 
相同 。 此 时 ,只 需 将 材料 收缩 或 制造 误差 引起 的 实际 变形 视 作 虚拟 平衡 状态 的 应 位 移 , 即 可 利用 
式 (5 一 4) 求 得 结构 的 位 移 。 

AS-8 RE S-22 HARA TRA AE 和 EB 的 制作 比 图 示 设 计 尺寸 偏 长 5%, 试 求 由 此 引起 的 互 点 的 
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竖 向 位 移 Aro 
解 ” 该 析 架 因 杆 件 制造 误差 引起 的 位 移 如 图 5 - 22a RT , 结 点 E 将 移 至 E 。 为 求 得 A ,可 建立 图 
5~22b 所 示 的 虚拟 状态 。 


Fy 
图 5-22 
HRT AE 和 EB 杆 由 于 制造 误差 引起 的 轴 向 应 变 为 。 = i aq RAR- 4) 得 
Ae =X | Feeds= EF ye =2% 4 «73 x2 m=0.01 m (4) 


5-6-2 由 支 座位 移 引起 的 位 移 


尊 定 结构 在 支 座位 移 作 用 下 因 杆 件 无 变形 , 故 只 发 生 刚体 位 移 。 这 种 位 移 通常 可 以 直接 由 
几何 关系 求 得 ; 当 涉及 的 几何 关系 比较 复杂 时 ,也 可 以 利用 单位 荷载 法 进行 计算 。 现 以 A. 表示 
结构 因 支 座位 移 而 引起 的 位 移 , 则 式 (5- 4) 可 简化 为 

Ag = - DF ye (5-13) 
这 就 是 静 定 结构 由 于 支 座位 移 而 引起 位 移 的 计算 公式 。 式 中 FF 代表 虚拟 状态 中 的 和 名 支 座 反 力 ， 
< 为 实际 状态 中 与 相应 的 支 座位 移 。 

例 5-9 试 求 图 5 - 23a 所 示 刚 架 由 于 支 座位 移 而 引起 B 点 的 水 平 位 移 4ue 。 已 知 支 座 4 有 向 右 水 平 位 移 
a 和顺 时 针 转 角 9; 支 座 日 有 竖 直 向 下 位 移 6. 

解 刚 架 由 于 支 座位 移 引起 的 刚体 位 移 如 图 5- 230 ERER KRE A, ,可 在 B 点 作用 单位 水 平 力作 
为 虚拟 状态 ,并 求 得 支 座 反 力 如 图 5 ~23b 所 示 。 

将 已 知 支 座位 移 及 其 相应 万 所 状态 中 的 支 座 反 力 代入 式 (5 -13) ,得 


Am= - ( - t-a-2h-0+ 28.4) 


=a+240- 7 (>) 


(b) 
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§5-7 线 弹 性 体系 的 互 等 定理 


5-7-1 功 的 互 等 定理 


E 5-24a b 表示 一 线 弹 性 体系 分 别 受 外力 Fe, 和 Fu 作用 时 的 两 种 状态 ,分 别称 为 状态 i 和 
状态 j。 现 考虑 这 两 种 力 按 不 同 的 次 序 先后 作用 于 该 体系 时 所 作 的 功 。 假 设 先 加 F, EM F, , 
体系 的 变形 情况 如 图 5 一 24c 所 示 。 此 时 ,外 力 所 作 总 功 为 
2 
式 中 位 移 4 的 第 一 个 下 标 表示 位 移 序号 ,第 二 个 下 标 表示 引起 该 项 位 移 的 原因 。 

若 先 加 Fe 后 加 Fp, ,如 图 5- 24d 所 示 , 则 外 力 所 作 总 功 为 


W= FF eA, + FA, +4 FPA, (b) 


W, = FFA, t Fd, + 48,4, (a) 


RM Fp FM Fy 先 加 Fe 后 加 Fp, 


图 5-24 


在 上 述 两 种 加 载 过 程 中 ,外 力作 用 的 先后 次 序 虽然 不 同 ,但 最 终 的 荷载 是 相同 的 ,根据 线 弹 
性 体系 解 的 惟一 性 定理 ,体系 的 最 终 变 形 情况 也 是 相同 的 。 因此 ,两 种 加 载 情况 使 体系 所 储存 的 
变形 能 也 应 相同 。 根 据 能 量 守恒 , 上 述 两 种 加 载 情况 外 力 所 作 的 总 功 应 该 相等 ， 即 外 为 所作 总 功 
与 加 载 次 序 无 关 。 故 

W,= w, 
将 式 (a) 与 式 (b) 代 入 上 式 , 得 
FF od, + Fed, + FFA, = 4,4, + Pd, + dra, 
由 此 可 得 
F,A, = Fp, (5-14) 

这 就 是 线 弹 性 体系 功 的 也 等 定理 , 它 可 表述 如 下 :状态 ; 的 外 力 在 状态 j 的 位 移 上 所 作 的 功 等 于 
状态 j 的 外 力 在 状态 i 的 位 移 上 所 作 的 功 。 
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值得 注意 的 是 ,以 上 的 推理 过 程 实际 上 已 运用 了 亚 加 原理 , 即 认为 体系 在 Fy, 和 Fw 共同 作 
用 下 的 位 移 等 于 它们 单独 作用 时 所 引起 位 移 的 和 。 这 说 明了 功 的 互 等 定理 只 适用 于 线 弹 性 体 
系 。 另 外 , Fw 和 Fw 可 以 是 广义 力 , 包 括 是 一 组 外 力 的 情况 ,此 时 位 移 A, M A, 就 是 与 之 相应 的 
广义 位 移 。 功 的 互 等 定理 可 以 适用 于 杆 件 体系 之 外 的 线 弹性 连续 体 。 

利用 上 述 线 弹 性 体系 功 的 互 等 定理 ,可 以 导出 以 下 位 移 孔 等 定理 . 反 力 豆 等 定理 和 反 力 与 位 
移 筷 等 定理 。 所 以 , 功 的 互 等 定理 是 最 基本 的 互 等 定理 。 


5-7-2 位 移 互 等 定理 


如 果 作 用 在 体系 上 的 力 是 一 个 单位 力 , 即 Fe = Fp, = 1, 并 用 6 表示 由 单位 力 所 引 起 的 位 
移 ,如 图 5-25 所 示 , 则 由 式 (5- 14) 可 得 


即 
(5-15) 


A 5-25 


这 就 是 位 移 互 等 定理 , 即 第 j 状态 的 单位 力 所 引 起 的 第 i 状态 单位 力作 用 点 沿 其 作用 方向 的 位 
BETH i 状态 的 单位 力 所 引 起 的 第 j 状态 单位 力作 用 点 沿 其 作用 方向 的 位 移 。 由 此 可 见 , 位 
移 互 等 定理 只 是 功 的 互 等 定理 当 Fo = Fp, = 1 时 的 一 种 特殊 形式 。 


5-7-3 反 力 互 等 定理 


反 力 互 等 定理 是 功 的 互 等 定理 的 另 一 种 特殊 形式 。 它 可 以 用 以 说 明 超 静 定 结构 在 发 生 单位 
支 座位 移 时 反 力 的 互 等 关系 。 例 如 ,图 5 - 26a 所 示 体系 由 于 支 座 i 处 发 生 单位 位 移 A, = 1 ,各 支 
座 处 将 产生 友 力 , 设 在 支 座 ; 处 所 产生 的 反 力 为 r, EXE j 处 所 产生 的 反 力 为 ,。 在 图 5 一 
26b 中 设 在 支 座 j 处 发 生 单位 位 移 4, = 上 ,此 时 ,在 支 座 i 处 的 反方 为 r, ,在 支 座 j 处 的 反 力 为 
t,o WERN r 的 第 一 个 下 标 表 示 反 力 的 序号 ,第 二 个 下 标 表示 其 产生 的 原因 。 


图 5-26 


3 = 127 


对 上 述 两 种 状态 应 用 功 的 互 等 定理 , 则 得 
rs XO+tr, X1=r, Xl1l+r, x0 
Bp 
r, = r, (5-16) 
这 就 是 反 力 互 等 定理 , 即 第 i 个 约束 沿 该 约束 方向 发 生 单 位 位 移 时 在 第 j 个 约束 中 产生 的 反 力 ， 
等 于 第 j 个 约束 沿 其 约束 方向 发 生 单 位 位 移 时 在 第 i 个 约束 中 产生 的 反 力 。 


5-7-4 反 力 与 位 移 互 等 定理 


反 力 与 位 移 之 则 也 存在 互 等 关系 。 例 如 ,图 5 - 27 所 示 体 系 , 设 在 ; 截 而 处 作用 -一 单位 力 
F, =1 时 , 支 座 j 处 的 反 力 矩 为 ,并 设 其 指向 如 图 5- 270 所 示 。 然 后 ,再 设 在 支 座 了 Qhura 
的 方向 发 生 一 单位 转角 9, = 工时 ,截面 i 处 沿 Fu, 作用 方向 的 位 移 为 8 ,如 图 5 一 27b 所 示 。 对 于 
上 述 两 种 状态 应 用 功 的 互 等 定理 , 则 得 
r, X141X 8", =0 
BJ 
ie (5-17) 


图 5-27 


这 就 是 反方 与 位 移 互 等 定理 , 即 由 于 单位 力 使 体系 中 某 一 支 座 所 产生 的 反 力 ,等 于 该 支 应 发 生 与 
反 力 方向 相 一 致 的 单位 位 移 时 在 单位 力作 用 处 所 引起 的 位 移 , 惟 符号 相反 。 


习 题 
5-1 用 单位 荷载 法 计算 结构 位 移 时 有 何 前 提 条 件 ? 单位 荷载 法 是 否 适 用 于 超 静 定 结构 的 位 移 计 算 ? 


5-2 MAARE? 采用 图 乘法 代 蔡 位 移 计算 的 积分 运算 时 有 何 前 提 条 件 ? 
5-3 RAR C 结 点 的 竖 向 位 移 。 设 各 杆 件 EA 相同 。 


c 
ha 下 -aa 十- 


题 5-3 图 


128 第 5 章 结构 位 移 计算 


5-4 已 知 顶 架 各 杆 截面 相同 ARMM A =30 cm , E =20.6x10° Næm ,Fr=98.1kN。 试 求 C 点 竖 


向 位 移 Ayo 


sa ha sl 
题 5-4 图 


S-5 已 知 析 架 各 杆 的 E4 相同 , 试 求 4B、BC 两 杆 之 间 的 相对 转角 Am 。 


A 
+ 
E 
< 
=t 
B C 
8kN 
h 6x4 m=24 m ——___-| 
题 5 .5 图 


5-6 试用 积分 法 计算 图 示 结构 的 位 移 :(a) A. (b) Acile) Arild) Ana 


(a) 
n 


1kN/m 
(e) 


5-68 


5-7 RFRA RATT OE aR AOR OY MB (0) Ac (b) Anile) Ag sd) Az; (e) 0, (Ü Ayo 
5-8 RAR 8 BE EE 32 RR ES fE J 49 IA BE 85 3 55 89 R E EJE E PR B) EERTE 


3 题 129 


Fp=1kN (b) 
q=2kN/m J 2 kN/m 
Bae? ERE 
be-3 m +[—3 m —|+2 med ee 


10kN/m 


(c) 


2kN/m 


ha meha melua maf 


(e) 


2kN/m 


be m las m bd m im 


题 5-7 图 


种 变形 或 位 移 与 杆 件 截面 的 刚度 有 无 关系 。 
ANM ASK W IK R OS =, 各 杆 横 截 面 均 为 矩形 ,截面 高 度 为 h。 试 求 结构 在 温度 变化 作用 
) BE h =1/10,3R Asi(b) RA =0.5 mK AG (C.D 点 距离 变化 )。 


+25°C 


(b) 


5-98 


5-10 试 求 图 示 结 构 在 支 库 位 移 作用 下 的 位 移 :(a) Au (b) Ae An o 
5 -11 图 示 布 架 如 欲 通 过 均匀 改变 上 弦 各 杆 的 长 度 使 里 中 起 拱 3 cm, 试 求 每 根 上 弦 杆 的 长 度 应 如 何 改变 。 
S- 12 试 求 图 示 在 水 平面 内 刚 架 C 点 的 竖 向 位 移 。 已 知人 ABC=90°,g=2 kN/m,a=0.6 m,6=0.4m, 
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Oe) 


题 5- 10 图 
+ 
4 
Bat 
i Ç 
k 6X2m=12m | 
@5-n8 


各 杆 均 为 直径 a =3 cm AYA, E = 2.1 x 10° MPa,G =0.8x 10° MPa, 


€ c 
; Os 
— 


5-128 


5-1 功 的 互 等 定理 等 有 何 适 用 范围 ?为 什么 ? 该 定理 是 否 适 用 于 板 壳 或 实体 结构 ? 
5714 已 知 等 截面 简 支 粱 在 图 a 所 示 足 中 集中 荷载 作用 下 的 挽 曲 线 方程 为 sla) = ae OË ~42x7), 
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$6-1 力 法 的 基本 概念 


在 前 面 几 章 中 ,已 经 详细 地 讨论 了 静 定 结构 的 受 力 分 析 问 题 。 但 在 实际 工程 中 应 用 更 为 广 
泛 的 是 超 静 定 结 构 , 力 法 就 是 一 种 适用 于 超 静 定 结构 受 力 分 析 的 基本 方法 。 

在 第 2 章 中 已 经 述 及 , 超 静 定 结 构 的 几何 构造 特征 是 有 多 余 约束 存在 ,这 就 决定 了 超 静 定 结 
构 的 基本 静 力 特 性 :在 外 部 作用 下 , 超 静 定 结构 的 反 力 和 内 力 需 同 时 运用 静 力 平衡 条 件 和 变形 协 
调 条 件 才 能 求解 ,而 满足 上 述 两 种 条 件 的 解答 是 惟一 的 。 图 6 - la 所 示 的 连续 染 属 于 具有 一 个 
多 余 约束 的 超 静 定 结构 ,其 支 座 A、B 和 C 处 的 三 根 竖 向 链 杆 中 的 任何 一 根 都 可 以 视 为 多 余 约 
东 。 在 图 示 竖 向 荷载 作用 下 ,由 平衡 条 件 忆 F. =0, 可 知 A 支 座 的 水 平反 力 为 零 。 但 是 ,三 个 支 
座 竖 向 反 力 却 无 法 由 己 F, =0 AM =0 两 个 独立 平衡 条 件 惟一 确定 。 只 要 任意 设 定 其 中 一 个 
坚 向 反 力 的 数值 ,使 吓 由 上 述 半 衡 条 件 求 出 务 外 两 个 竖 向 肥力 。 这 说 明 满足 上 述 平衡 方程 的 竖 
向 反 力 可 以 有 无 穷 多 组 ,所 以 需要 解决 的 问题 就 是 ,如 何 从 这 无 穷 多 组 解答 中 找 出 真实 解 。 


设想 将 支 座 B 的 竖 向 链 杆 撤除 , 代 以 原 支 座 反 力 F. ,如 图 6- lb 所 示 。 此 时 , 原 超 静 定 的 
连续 梁 便 转化 为 静 定 的 简 支 粱 。 如 果 图 6- lb 中 的 Fe 与 原 连 续 梁 33 支 座 的 反 力 相等 , 则 图 6- 
lab 所 示 梁 的 反 力 \ 内 力 和 变形 情况 就 应 该 完全 相同 。 这 样 , 就 可 以 将 原 超 静 定 结构 的 受 力 分 
析 问 题 转化 为 相应 静 定 结构 的 受 力 分 析 问题 。 因 此 ,问题 的 关键 在 于 如 何 确定 真实 的 Fe 。 

根据 线 弹性 体系 的 倒 加 原理 ,图 6 — lb 所 示 的 受 力 状 态 可 以 看 作 是 外 荷载 Fe 和 未 知 力 Fe 
单独 作用 下 效应 的 县 加 。 图 6 一 lc 和 d 分 别 对 应 Fs 和 下 ;单独 作用 时 的 情况 ,两 种 情况 下 B 点 
的 竖 向 位 移 分 别 记 为 Au 和 Aro An 可 视 作 单 位 力作 用 于 日 点 时 引起 的 竖 向 位 移 81 与 Fe 的 乘 
积 , 即 Au = su Ps。 按 照 已 知 条 件 , 原 结构 B 点 处 是 没有 竖 向 位 移 的 。 这 样 , 真 实 的 Fs 应 该 满 
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bn Fy + Ap =0 
式 中 6u 和 Au 均 为 已 知 外 力作 用 下 的 位 移 ,可 以 按 第 5 章 中 所 述 的 单位 荷载 法 求 得 。 然 后 ,就 
可 以 由 上 式 确 定 Fs 的 数值 。 将 Fs 也 视 作 一 种 荷载 ,对 图 6 - lb 所 示 的 静 定 梁 进行 受 力 分 析 ， 
就 可 以 求 得 6- 1a 所 示 原 超 静 定 梁 的 全 部 反 力 .内力 和 变形 。 这 就 是 用 力 法 求解 超 静 定 结构 的 
基本 概念 。 
在 为 法 中 ,一 般 将 原 超 静 定 结构 撤除 多 余 约 东 后 得 到 的 静 定 结构 称 为 力 法 基本 结构 。 力 法 
的 基本 特点 是 :以 多 余 约束 中 的 未 知 力 (多 余 约 束 力 ) 作 为 基本 未 知 量 , 称 为 力 法 基本 未 知 量 , 根 
据 基本 结构 在 外 荷载 和 多 余 约束 力 共同 作用 下 ,在 解除 多 余 约 东 处 的 位 移 必须 符合 于 原 结构 相 
应 位 移 的 条 件 列 出 方程 ,这 种 方程 反映 了 变形 协调 条 件 , 称 为 力 法 方程 。 由 力 法 方程 求 出 基本 未 
知 量 , 然 后 就 可 以 按照 静 定 结构 受 力 分 析 的 方法 求解 原 超 静 定 结构 。 
对 于 同一 个 问题 来 说 , 力 法 基本 结构 的 选取 可 以 有 多 种 方式 ,但 对 于 不 同 的 基本 结构 来 说 ， 
力 法 基本 未 知 量 的 数目 是 相同 的 。 对 应 于 每 一 个 多 余 约束 力 ,都 有 一 个 相应 的 变形 协调 条 件 。 
例如 ,对 于 图 6- la 所 示 的 连续 梁 , 也 可 以 取 图 6-2a 所 示 的 基本 结构 , 即 在 B Abe a A 
杆 件 ,以 支 座 寄 矩 Ms 作为 力 法 基本 未 知 量 。 图 6 - 2b 和 c 所 示 分 别 为 M, = 1 和 荷载 单独 作用 
时 的 情况 ,而 变形 协调 条 件 是 饺 B 两 侧 截面 的 相对 转角 应 符合 于 原 结构 。 因 潜在 D 点 原 是 连续 
的 ,所 以 上 述 截面 的 相对 转角 应 等 于 零 。 于 是 ,变形 协调 方程 为 
SuMst+Ap=0 
按 上 式 求 得 Ms 后 , 即 可 按照 图 6 - 2a 求 得 滩 的 全 部 反 力 和 内 力 。 


A 6-2 


综 上 所 述 ,求解 超 静 定 结构 除了 需 运用 静 力 乎 衡 条 件 外 ,还 必须 计算 结构 的 变形 ,运用 变形 
协调 条 件 。 由 此 可 推 知 , 超 静 定 结构 的 反 力 和 内 力 一 般 与 结构 构件 的 刚度 有 关 。 用 力 法 可 以 求 
解 各 种 类 型 的 赵 静 定 结构 。 力 法 的 基本 思路 是 :通过 撤除 多 余 约 束 , 把 多 余 约 束 力作 为 基本 未 知 
量 , 将 超 静 定 结构 的 受 力 分 析 转 化 为 对 相应 的 基本 结构 的 受 力 分 析 。 根 据 真实 的 多 余 约束 力 应 
使 基本 结构 的 位 移 与 诛 结构 一 致 的 变形 协调 条 件 ,全 部 多 余 约束 力 可 以 由 数 自 相等 的 变形 协调 
方程 联 立 解 得 。 然 后 ,将 求 得 的 多 余 约 束 力作 为 一 种 荷载 ,与 原 有 荷载 一 同 作用 于 基本 结构 , 运 
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用 静 力 平衡 条 件 完成 受 力 分 析 , 所 得 的 反 力 和 内 力 , 就 是 原 超 静 定 结构 的 反 力 和 内 力 。 
§6-2 起 静 定 次 数 与 力 法 基本 结构 


超 静 定 结构 是 有 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 一 个 超 静 定 结构 有 多 少 个 多 余 约 束 ,相应 地 便 
有 多 少 个 多 余 约 东 力 ,也 就 需要 建立 同样 数目 的 变形 协调 方程 ,才能 把 多 余 约束 力 解 算出 来 。 因 
此 ,用 力 法 计算 超 静 定 结构 时 ,首先 必须 确定 多 余 约 东 的 数目 ,这 一 数目 就 称 为 结构 的 超 静 定 次 
数 。 

超 静 定 结构 可 以 看 作 是 在 静 定 结构 的 基础 上 增加 若干 多 余 约 束 而 构成 。 因 此 ,确定 超 静 定 
次 数 最 直接 的 方法 就 是 在 原 结构 上 撤除 多 余 约 东 , 使 之 变 成 一 个 静 定 的 结构 ,作为 力 法 基本 结 
构 , 而 所 去 除 多 余 约 束 的 数 日 ,就 是 原 结构 的 超 静 定 次 数 。 

从 超 静 定 结 枸 上 去 除 多 余 约 束 的 方法 很 多 ,归纳 起 来 主要 有 以 下 几 种 ， 

1. 撤除 支 座 处 的 一 根 支 杆 或 切断 一 根 链 杆 , 相 当 于 去 除 一 个 约束 。 

例如 ,图 6- 3a 所 示 为 一 超 静 定 术 架 ,撤除 B 支 座 支 杆 并 切断 四 根 链 杆 后 可 以 得 到 图 
6- 3bQ@ 所 示 静 定 的 基本 结构 。 所 以 该 术 架 是 五 次 超 静 定 的 。 

Q 


x 


2. WIR BEE ABR — BR HT PR P29 
例如 ,将 图 6 — 4a 所 示 刚 架 横梁 上 的 铵 联结 撤除 ,可 以 得 到 静 定 的 基本 结构 如 图 6 - 4b, 所 
以 该 刚 架 是 两 次 超 静 定 的 。 


|| (b) 


3. 撤除 一 个 固定 支 座 或 切断 一 根 刚 架 杆 件 ,相当 于 撤除 三 个 约束 。 
例如 ,图 6- Sa 所 示 刚 架 的 两 根 横梁 切断 后 , 即 得 到 静 定 的 基本 结构 如 图 6 - 5b, 所 以 该 刚 
架 是 六 次 超 静 定 的 。 


(d) 


D ”由 于 多 余 约束 力 有 时 是 未 知 的 广义 多 余 约束 力 ,为 叙述 的 统一 和 完整 .所以 本 书 仍 沿 用 以 往 教材 中 使 用 的 X 表示 。 
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4. 将 固定 支 座 改 为 饼 支 座 或 滑动 支 座 , 或 者 在 刚 架 杆 件 上 插 人 一 个 按 ,或 是 将 铵 支 座 或 滑 
动 支 座 改 为 单 支 杆 支 座 , 均 相当 于 撤除 一 个 约束 。 

例如 ,将 图 6- 4a 所 示 刚 架 的 支 座 均 改 为 铵 支 座 , 即 可 得 到 图 6- 4c 的 基本 结构 ;或 者 仅 将 
其 右边 支 座 改 为 单 支 杆 支 座 ,得 到 图 6- 4d 的 基本 结构 。 


(a) 


在 运用 上 述 方法 撤除 多 余 约 束 时 应 该 注意 : 既 需 要 将 全 部 多 余 约 束 撤除 ,又 不 能 误 除 必要 约 
束 , 使 原 结构 成 为 几何 可 变 体系 。 例 如 ,图 6- 3 所 示 格 架 ,在 撤除 多 余 约束 时 不 能 将 位 于 一 个 结 
名 内 的 两 根 腹 杆 同时 保留 ,这 样 该 结 间 将 成 为 内 部 超 静 定 的 ;在 撤除 B 支 座 支 杆 后 ,也 不 能 将 一 
个 结 间 内 的 两 根 腹 杆 同时 后 除 ,这 样 会 得 到 一 个 几何 可 变 体系 。 

例 6-1 试 确定 图 6 - 6a 所 示 组 合 梁 的 超 静 定 次 数 , 并 画 出 力 法 基本 结构 。 
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x x, 


‘Niki É 


图 6 6 


W 该 组 合 染 与 基础 之 间 是 简 支 的 , 即 支 座 反 力 是 静 定 的 ,但 体系 内 部 却 是 超 静 定 的 。 图 6- 6b.c 分 别 表 
示 以 不 同 的 方式 切断 组 合 滩 的 三 根 链 杆 后 所 得 到 的 基本 结构 。 可 见 ,该 组 合 染 是 三 次 起 静 定 的 。 图 6 6d 是 通 


过 将 两 个 锐 插 和 人 受 壮 杆 件 ,使 半 鲜 变 为 全 铵 ,再 切断 一 根 链 本 得 到 的 基本 结构 。 图 6- 6e JE š8 P 1188 3 $ HI 
撤除 三 个 多 余 约束 得 到 的 基本 结构 。 


AG-2 试 确定 图 6 一 7a 所 示 刚 架 的 超 静 定 次 数 。 


§6-3 力 法 原理 与 力 法 方程 135 


(a) (b) 22 


图 6-7 


We FE Te] GS AERA AR — TEH, A AE AA A WR OB A BET, PD 
几何 不 变 , 且 无 多 余 约束 的 静 定 部 分 。 当 有 荷载 作用 于 左边 跨 时 ,该 部 分 的 反 力 和 内 力 均 可 利用 平衡 条 件 确定 ; 
当 荷载 作用 于 其 余部 分 时 ,左边 跨 的 反 力 和 内 力 均 为 零 。 右 边 跨 与 该 整体 通过 一 个 镁 和 一 个 滑动 支 座 联结 ,有 
一 个 多 余 约束 。 因 此 ,可 以 将 滑动 支 座 改 为 单 支持 支 座 ( 阁 6- 7b) ,相当 于 撤除 一 个 约 东 。 

然后 ,分 析 主 跨 部 分 。 若 将 上 ,下 两 根 横梁 切断 ,相当 于 共 撤除 六 个 约束 ;再 解除 中 间 竖 杆 与 横梁 之 间 的 匀 
连结 ,相当 于 撤除 两 个 约束 。 这 样 , 原 结构 就 成 为 图 6- 7b 所 示 没 有 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 

根据 以 上 分 析 可 知 ,该 刚 架 是 九 次 超 静 定 结构 。 


§6-3 力 法 原理 与 力 法 方程 


如 前 所 述 ,用 力 法 分 析 超 静 定 结构 ,是 以 多 余 约 束 力 为 基本 未 知 量 ,再 根据 变形 协调 条 件 来 
求解 多 余 约 束 力 。 然 后 ,将 多 余 约 束 力 与 原 荷载 一 起 作用 于 基本 结构 ,按照 静 力 平衡 条 件 求解 结 
构 的 反 力 和 内 力 。 由 此 可 见 , 用 力 法 计算 超 静 定 结构 的 关键 在 于 建立 变形 协调 方程 ,并 由 此 解 得 
多 余 约束 力 。 这 种 变形 协调 方程 就 称 为 力 法 方程 。 以 下 举例 说 明 力 法 原理 与 力 法 方程 的 建立 。 

图 6~ 8a 所 示 为 一 个 二 次 超 静 定 刚 架 ,在 图 示 荷载 作用 下 的 结构 变形 如 虚线 所 示 。 若 将 固 
ELE C 处 的 三 个 约束 看 作 多 余 约束 而 撤除 ,并 以 未 知 力 X, 、X, 和 X, 代 兰 原 约束 的 作用 ,可 得 
如 图 6- 8b 所 示 的 基本 结构 。X, 、X: 和 X, 便 称 为 力 法 的 基本 未 知 量 ,它们 的 方向 可 先 任意 假 
Eo MRX KLA X IRAN C 支 座 反 力 的 大 小 与 方向 完全 符合 , 则 基本 结构 的 全 部 反 力 内 
力 和 变形 将 与 原 结构 完全 一 致 。 

原 结构 C 点 处 为 固定 支 座 ,不 可 能 产生 任何 位 移 。 因 此 ,基本 结构 在 原 荷 载 和 全 部 多 余 约 
束 力 的 作用 下 ,也 必须 符合 这 样 的 变形 条 件 , 即 在 C 点 沿 多 余 约束 力 X，、X, 和 X, 方 向 的 位 移 
A, A, fl 4, 应 都 等 于 零 。 

一 般 地 说 ,基本 结构 的 上 述 每 一 项 位 移 并 非 仅 由 该 位 移 方向 上 的 多 余 约 束 力 所 引起 ,而 是 由 
荷载 以 及 各 多 余 约 束 力 共同 作用 引起 的 。 这 些 因素 单独 作用 时 所 引起 的 各 项 位 移 如 图 6 — Be, 
deft HR. MH X, =1.X,=1 fl X, =1 分 别 作用 于 基本 结构 时 ,C AUR X Be 
为 ón .3b 和 ó 8 Xs 方向 的 位 移 分 别 记 为 da .62 和 Sn , 沿 X 方 向 的 位 移 分 别 记 为 8S， .6 和 
n ,将 荷载 作用 于 基本 结构 时 的 上 述 位 移 记 为 Ap Ay A Asp ,根据 又 加 原理 ,基本 结构 应 满足 
的 变形 协 油条 件 可 表达 为 
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A; = ôn X, + bx X: + Ön X, + Ay =0 

As = ôu Xi + ôn Xa + ôn Xa + Asp =0 
这 就 是 为 求解 多 余 约 束 力 X 、X, 和 X: 所 需 建立 的 力 法 方程 组 。 这 组 方程 的 物理 意义 是 :在 基 
本 结构 中 ,由 于 全 部 多 余 约束 力 和 已 知 荷载 的 作用 ,在 去 除 多 余 联 系 处 的 位 移 应 等 于 原 结构 的 相 
应 位 移 。 

对 于 n 次 超 静 定 结构 就 有 ?> 个 多 余 约 束 , 而 每 一 个 多 余 约 束 都 对 应 一 个 未 知 约束 力 ,同时 

又 提供 了 一 个 变形 条 件 ,相应 地 就 可 以 建立 n 个 变形 协调 方程 ,从 中 就 可 解 出 个 未 知 约束 力 。 
这 n 个 方程 可 写 为 


Ay = Òn X, + ôn X: + Oy Xs tarzo] 


BX, + BQ Xz ++ OX, + Aw =A, 


8x Ki + Òa Xa +e + 6,.X. + Aw =A, (6- 1a) 
Tla 


Sa tOn Xz +H Sn X, + Aye = A, 
当 原 结构 在 解除 多 余 约 束 处 的 位 移 为 零 时 , 则 有 
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OX t Oy X + + 8X, + Aw =O 
8x Xi + 8a Xs + + BX, + Arp =O (6- tb) 


Ôn X, +, X, +--+ 8,,X, + Ap =0 

式 (6 -1) 就 是 在 荷载 作用 下 n 次 超 静 定 结构 力 法 方程 的 一 般 形式 。 无 论 结构 是 什么 形式 ,基本 
结构 如 何 选取 ,其 力 法 方程 的 形式 是 不 变 的 , 故 式 (6- 1) 常 称 为 力 法 典型 方程 。 力 法 方程 的 实质 
是 一 组 变形 协调 方程 。 

在 力 法 典型 方程 中 ,6, 是 由 单位 力 X,=1 引起 的 沿 X 方向 的 位 移 , 常 称 为 柔 度 系数 ;Ap 是 
由 荷载 引起 的 沿 X, 方 向 的 位 移 , 称 为 自由 项 ;而 4, 则 为 原 结构 的 相应 位 移 。 当 这 些 位 移 与 所 设 
基本 未 知 量 的 方向 一 致 时 为 正 ,反之 则 为 负 。 以 上 符号 中 的 第 一 个 下 标 表示 与 多 余 未 知 力 序号 
相应 的 位 移 序号 ,第 二 个 下 标 则 表示 产生 该 项 位 移 的 原因 。 这 些 位 移 均 可 以 按照 第 5 章 静 定 结 
构 位 移 计 算 的 方法 求 得 。 位 于 力 法 方程 左上 方 9 至 右 下 方 5,, 的 一 条 主 对 角 线 上 的 系数 5, 称 
为 未 系数 , 主 对 角 线 两 侧 的 其 他 系数 5, (ix) INR MAB. ERM 5, 代表 单位 力 X, = 1 的 作 
用 在 X 自身 方向 上 所 引起 的 位 移 , 它 必定 与 该 单位 力 的 方向 一 致 , 故 主 系数 8, 是 便 正 的 。 而 副 
系数 5. (天 7 代表 单位 力 X, = 1 所 强 起 的 X, 方 向 的 位 移 , 它 可 能 与 所 设 定 的 X, 同 向 、 反 向 或 为 
零 , 所 以 副 系 数 ô GATERE .为 负 或 为 零 。 根 据 位 移 互 等 定理 ,有 


6, = ë, (6-2) 
RO- 1) 的 力 法 典型 方程 也 可 写成 如 下 的 矩阵 形式 : 
6X+A,=A (6 一 3a) 
和 
6X+A,=0 (6 - 3b) 


RP 6 BN EERE FORE TE aR (6-1) PMSA ARM 8, 构 成。 由 式 (6 - 2) 可知, 人 
为 对 称 答 阵 ;X 为 基本 未 知 力 向 量 ;4* 为 荷载 引起 的 位 移 向 量 。 
力 法 方程 是 一 个 线性 代数 方程 组 ,求解 这 一 个 方程 组 可 以 得 到 全 部 基本 未 知 量 , 亦 即 求 得 了 
全 部 多 余 约束 力 。 此 时 ,结构 的 内 力 一 般 可 以 根据 平衡 条 件 直接 求 算 , 也 可 依据 琶 加 原理 用 下 式 
H: 
Fa= Fa X, + Fa X, + = + FaX, + Fue (6-4) 
Fy = Fa X, + Fw X, += + Fa,X, + Fre 
RH OM, .Fo, 和 Fn 是 基本 结构 由 于 X, =1 单独 作用 而 产生 的 内 力 , Mp Fofi Fw 是 基本 结构 
由 于 荷载 作用 而 产生 的 内 力 。 


M=M,X,+M,X,+--+M,X, + My | 
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根据 力 法 的 基本 原理 , 超 静 定 结构 的 受 力 分 析 可 按 以 下 步骤 进行 : 
(1) 确定 结构 的 超 静 定 次 数 ,选取 合理 的 基本 结构 ,并 将 荷载 和 作为 力 法 基本 未 知 量 的 多 余 
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约 东 力作 用 于 基本 结构 。 

(2) 建立 力 法 方程 , 求 出 各 柔 度 系数 8 和 自由 项 A.*。 此 时 ,需要 分 别 作出 各 单位 未 知 力 以 
及 荷载 单独 作用 于 基本 结构 时 的 单位 内 力图 和 荷载 内 力图 (或 写 出 内 力 表达 式 ) RE Sh 
构 位 移 计算 的 方法 求 出 系数 和 自由 项 。 

(3) 求解 力 法 方程 ,得 基本 未 知 量 , 即 多 余 约束 力 。 

(4) 作出 外 荷载 和 多 余 约束 力 共同 作用 下 基本 结构 的 内 力图 。 这 实际 上 就 是 原 结构 的 内 力 
图 ,或 者 利用 式 (6 一 4) 依 据悉 加 法 求 得 内 力图 。 

基本 结构 的 选取 不 同时 , 超 静 定 结构 的 求解 步骤 和 最 终结 果 虽 然 相同 ,但 计算 工作 量 有 时 差 
异 很 大 。 因 此 ,基本 结构 的 合理 选取 在 力 法 中 常 具有 重要 意义 。 合 理 选取 基本 结构 总 的 原则 是 
使 计算 简单 。 例 如 ,对 于 粱 和 刚 架 结构 来 说 ,应 该 使 单位 弯 矩 图 和 荷载 弯 矩 图 的 图 形 比较 简单 ， 
甚至 仪 发 生 于 局 部 ,以 便于 图 乘法 的 运用 ,或 是 使 方程 的 某 些 副 系数 或 自由 项 等 于 零 ; 若 是 对 称 
结构 ,一 般 宜 取 对 称 的 基本 结构 ;对 于 有 弹性 支 座 的 情况 ,去 除 多 余 约 束 时 通常 可 将 弹性 支 座 切 
断 , 运 算 较为 简单 。 


6-4-1 超 静 定 梁 和 刚 架 


对 于 一 般 的 刚 架 杆 件 来 说 , 轴 力 和 前 力 对 变形 的 影响 比 栾 矩 要 小 得 多 。 因 此 ,在 计算 超 静 定 
梁 和 刚 架 时 ,通常 可 忽略 轴 向 变形 和 剪 切 变形 的 影响 。 

例 6-3 试 计算 图 6-9a ARERR, AAMT ER, 

解 该 连续 梁 是 两 次 超 静 定 的 , 若 在 支 座 B.C 处 将 铂 揪 人 聂 内 , 则 可 得 到 由 分 段 简 支 染 构 成 的 基本 结构 ， 
如 图 6~9b 所 示 。 此 时 , 力 法 基本 未 知 量 就 是 BC ab AY EX, AX, ,对 应 的 广义 位 移 是 B.C BEBE WR 
面 的 由 对 转角 。 原 结构 杆 件 在 B.C 处 是 连续 的 ,上 述 相对 转角 应 等 于 零 , 于 是 ,可 建立 力 法 方 称 
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On Xi + OX + Ap=0 
8X, + ôn Xa + Ay =0 
绘 出 基本 结构 的 单位 弯 矩 图 和 荷载 读 矩 图 ,如 图 6-9c.d 和 < 所 示 。 用 图 乘法 求 得 各 系数 和 自由 项 如 下 : 


71 f 
Su = 6 = Pn ôu = Req 


n 
Aw= sgp 4 =0 


代 人 力 法 方程 有 

ra + RX =0 | 
解 得 

X= q. X= 


负 号 表示 X, 的 方向 与 原 设 定 方向 相反 , 梁 在 B RIN APK h SE , 即 截面 上 边 纤维 受 拉 。 

根据 以 上 求 得 的 梁 的 支 座 弯 矩 ,在 AB 段 亚 加 均 布 荷 载 引 起 的 简 支 滩 夺 矩 图 , 便 可 得 到 该 连续 梁 的 杰 矩 图 ， 
WME 6 ~ 9f BIAS o 

现 结合 例 6 - 3 对 基本 结构 的 合理 选取 和 结构 刚度 对 其 受 力 状态 的 影响 进行 分 析 。 

首先 讨论 基本 结构 的 选取 问题 。 若 采用 图 6 - 108 所 示 的 基本 结构 ,单位 弯 矩 图 和 荷载 普 矩 
图 将 分 别 如 图 6- 10b\e 和 d 所 示 , 都 是 布 满 梁 的 全 长 ,图 形 也 比较 复杂 ,此 时 各 系 效 和 自由 项 的 
计算 要 比例 6- 3 中 费时 得 多 。 当 连续 梁 的 跨 数 更 多 时 ,采用 将 锭 插 人 梁 内 的 基本 结构 优点 就 更 
为 突出 ,此 时 不 少 副 系数 和 自由 项 会 等 于 零 。 


b I 
(a) ç (b) EŠ 
C ET ND 
x, x, ne 
基本 结构 xm 
$ 
© ae @ a 
a Sma 
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图 6-10 


再 分 析 一 下 结构 的 刚度 对 其 受 力 状态 的 影响 。 由 例 6 一 3 的 计算 结果 可 以 看 出 ,单位 力 以 及 
荷载 引起 的 位 移 均 与 杆 件 截面 的 论 曲 刚度 成 反比 ,由 此 可 以 推论 ,结构 的 位 移 与 结构 的 刚度 成 反 
比 。 但 观察 例 6 — 3 的 力 法 方程 和 最 终 求 得 的 多 余 约束 力 XA X, 可 以 发 现 , EI 本 身 并 未 出 现 
在 未 知 力 表达 式 中 ,这 说 明 在 荷载 作用 下 超 静 定 结构 的 内 力 仅 取 决 于 杆 件 的 相对 刚度 ,而 与 杆 件 
的 绝对 刚度 无 关 。 
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例 6-4 试 计算 图 6- lla 所 示 刚 架 ,并 绘制 内 力图 。 设 各 杆 E 相同 。 
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Fo (单位 kN) FN 图 (单位 KN) 


图 6-11 


A ”该 刚 架 是 两 次 超 静 定 的 ,右边 是 一 个 静 定 的 附属 部 分 ,无 多 余 约 束 存在 ,可 取 图 6_ TI 所 示 的 基本 结 
ARATE C 的 约 东 力作 为 力 法 基本 未 知 量 。 根 据 原 结构 在 铵 C 两 侧 截 面 无 相对 线 位 移 的 变形 条 件 ,可 
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建立 力 法 方程 
nX, + OX + Aw = 0 


Ba X, + 8X, + Ay =O 
绘 出 基本 结构 的 单位 恋 矩 图 和 荷载 尊 矩 图 ,分 别 如 图 6- ied 和 e 所 示 。 用 图 乘法 可 求 得 各 系数 和 自由 
项 如 下 ， 


544 
basga m, Baa Rpm, u= dy =O 


代 信 力 法 方程 并 消去 二 m' 后 ,得 


解 得 
X,=7.89 kN, X,= -9.26 kN 

刚 架 多 余 约束 力求 得 后 ,就 可 按 式 (6…4) 的 改 加 法 绘制 出 刚 架 的 弯 矩 图. 前 力图 和 轴 力 图 ,分 别 如 图 
6- 11fg Ah 所 示 。 因 刚 架 右边 跨 为 静 定 部 分 , 它 的 反 力 和 内 力 与 多 余 约束 力 的 数值 无 关 。 

通过 例 6- 4 的 分 析 应 了 解 以 下 的 基本 概念 : 

如 果 超 静 定 结构 局 部 带 有 静 定 的 附属 部 分 , 则 该 部 分 的 反 力 和 内 力 均 可 直接 按照 平衡 条 件 
求 得 ,而 与 结构 的 变形 以 及 未 知 约束 力 的 数值 无 关 。 作 用 于 超 静 定 部 分 的 荷载 不 会 使 静 定 的 附 
属 部 分 产生 反 力 和 内 力 ;而 作用 于 附属 部 分 的 荷载 要 使 超 静 定 部 分 发 生 反 力 和 内 力 。 例 6 - 4 中 
IB t% 已 处 仅 存在 竖 向 剪 力 , 忽 略 杆 件 轴 向 变形 的 影响 时 ,右边 跨 对 超 静 定 部 分 的 影响 仅 表 现在 
BE 段 的 轴 向 力 数值 。 

另外 ,在 例 6-4 中 ,和 柔 度 系数 da= Sn =0, 这 就 使 得 力 法 方程 变 成 两 个 相互 独立 的 方程 ,无 
需 联 立 便 可 求解 。 这 种 情况 称 为 弹 狂 解 耦 , 它 是 得 益 于 单位 弯 矩 图 M, 和 六 ,分别 为 对 称 和 反对 
称 的。 弹性 解 耦 的 物理 含义 是 :作用 于 基本 结构 的 水 平 多 余 约束 力 X, 不 会 使 杆 端 切口 处 发 生 竖 
向 的 相对 位 移 ; 反 过 来 , 竖 向 的 多 余 约 束 力 Xz 也 不 会 使 杆 端 切 口 处 发 生 水 平 的 相对 位 移 。 由 此 
可 见 , 求 解 对 称 的 超 静 定 结构 时 ,采用 对 称 的 基本 结构 常 可 使 计算 得 以 简化 。 


6-4-2 BMEHR 


StF BAH FER SER OTE. TET HT AO BT, ARS RE 5] EJE 00 8 
响 。 

6-5 试 计算 图 6- Da 所 示 超 静 定 柱 架 的 内 力 。 设 各 杆 EA HR C 结 点 处 设 有 水 平方 向 的 弹性 
支 座 , 其 刚度 系数 4= FA yt, 

解 ” 沪 桥架 可 以 看 作 是 体系 内 部 和 支 座 各 有 一 个 多 余 约束 ,因此 为 商 次 超 静 定 的 。 选 取 基本 结构 时 可 以 切 
断 一 根 斜 杆 和 弹性 支 座 ,如 图 6 一 12b 所 示 。 根 据 截 口 处 构件 的 相对 位 移 等 于 零 的 变形 协调 条 件 ,可 建立 为 法 方 
E 

òu Xi +n Xa + Aye =0 
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ön Xi + 6 X, t Aap =O 


B J ; 
Fear (单位 KN) Fy (单位 KN) 


图 6-12 


求 出 基本 结构 的 单位 轴 为 和 荷载 轴 力 ,分 别 如 图 6- 12c,d 和 e 所 示 。 力 法 方程 系数 和 自由 项 的 计算 公式 
为 
`F. Fw _ s P E, 
人 
据 此 可 列表 进行 计算 ,如 表 6- 1 所 示 。 应 当 注意 的 是 ,以 上 位 移 项 的 计算 中 应 包括 被 切断 杆 AD H H N W CE 
本 身 变 形 的 影响 。 于 是 ,有 


表 6~1 ô, .4 和 顶 架 内 力 下 ,的 计算 


mel HE] p, |= [Pe |a a | Pafi el Fv EFX, t Fa 
Am ú I AN | m | Zm Am AkN:m) | X(kN-m) AN 
AB 3 -0.6| -1 0 1.08 3 1.8 0 0 | 0.28 
œ| 3 |-œ6| o | o fios] o 0 0 0 1.94 
acj 4 | 08| -到 | 1256|7.0| 4.26 0 0 0.37 
BD 4 -0.8 0 — 10 | 2.56 0 o 32 0 | = 4 
ap{ si |o | o| s |o 0 0 0 -3,24 
s| s | 1] 2] 0] s s] 8.33 0 0 -0.46 
Š: L 
wR 0 1 0 0 4 0 0 0 1.67 
> 17.28] 28 14.39 32 0 
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EA8u =17.28 m, EAƏx=28 m, EAS); = 14.39 m 
EAA, =32 kNm ,EAA,.=0 


将 系数 和 自 DURA Ty BEE E gr mm 得 
17.28X, + 14.39X, +32 kN= 0 
14.39X, +28X, =0 


解 得 
Xi = -3.24 kN, X: =1.67 kN 


柏 架 杆 件 轴 力 Fw 的 计算 结果 可 见 表 6- 1, 如 图 6-12f 所 示 。 

以 下 就 例 6- 5 涉及 的 一 些 基本 概念 进行 讨论 。 

首先 应 该 明确 ,弹簧 或 弹性 支 座 在 体系 的 几何 构造 分 析 和 结构 超 静 定 次 数 的 判定 中 均 应 作 
为 约束 看 待 。 

另外 ,值得 讨论 的 是 ,车 取 图 6 - 13 所 示 的 各 种 基本 结构 情况 如 何 。 先 讨论 在 选取 基本 结构 
时 是 否 可 如 图 6~ 13a 所 示 , 将 AD 杆 和 弹性 支 座 直接 去 除 呢 ? 要 回答 这 一 问题 ,必须 深入 理解 
力 法 方程 的 物理 含义 。 若 取 图 6 - 13a 作为 基本 结构 ,多 余 约 束 力 X, 和 所 对 应 的 广义 位 移 应 
该 是 A、D 两 点 之 间 的 相对 线 位 移 A, 和 C 点 的 水 平 位 移 A; 。 原 结构 在 荷载 作用 下 的 这 两 项 位 
BRANES ,因此 力 法 方程 中 基本 结构 的 相应 位 移 也 不 应 为 零 。 实 际 上 ,A, 就 等 于 AD 杆 的 长 


度 变 化 ,按照 材料 力学 并 考虑 到 AD 杆 所 受 的 轴 力 与 X, 方 向 相反 ,有 A, = - Ex nAg, A A 


等 于 弹簧 的 伸缩 量 ,有 4: = - 8X, = - Be EE ET ET BEA Ie 2 BAY B 38k 
于 是 , 力 法 方程 可 写 为 


图 6-13 


nX, + dn Xs + p= -FAX 
x, 


SuX + ésXs + Ae = - 


此 时 方程 的 系数 和 自由 项 均 应 按照 6- 13a 的 基本 结构 计算 , 即 6,, 和 5,, 中 不 再 包含 AD 杆 和 弹 
簧 的 自身 变形 。 解 上 述 力 法 方程 可 以 得 到 与 例 6-5 中 完全 相同 的 多 余 约束 力 。 
当 结 构 有 弹性 支 座 ,在 选取 力 法 基本 结构 时 一 般 将 弹性 支 座 切断 计算 比较 方便 ,此 时 只 需 在 
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EB AB: E1=1.40X10'kN-m?, EA=2.1210° kN 
二 力 杆 AD、BD: EA=2.58%10° kN, 二 力 杆 CD: EA=2.27*10° kN 
解 此 加 劲 梁 是 一 次 超 静 定 结构 。 现 取 图 6- 15b 所 示 的 基本 结构 ,根据 竖 杆 切口 处 截面 相对 位 移 为 零 的 
条 件 可 建立 力 法 方程 
Su X, + Ap =0 
单位 未 知 力 和 荷载 分 别 作用 时 BE AH 9 @ SE AH HH 5 B| 20 El 6 — 15c 和 d 所 示 。 
由 图 6” 15d 可 知 , 当 荷载 作用 于 基本 结构 时 所 有 杆 件 的 轴 力 均 为 零 , 由 此 可 知 4A,s 中 应 不 含有 杆 件 轴 向 变 
形 的 影响 。 在 计算 力 法 方程 的 系数 项 时 , 现 先 将 受 夸 杆 件 轴 向 变形 的 影响 也 计 和 在 内 ,于 是 ,有 


a = eal 


+x [Mare (6.128 + 0.637 + 0.441 + 32.143) X 10" m-kN 1 =3.94x10 m'kN`' 


M. ed- 2.05107? m 


A= > | 
将 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 , 解 得 


X=- 


Aue _ 
oy 


Hi BG OR H 028 SRE 00 A ZA FF 09 8823 , WA 6 一 15e 所 示 。 

现 再 分 析 一 下 忽略 受 弯 杆 件 轴 向 变形 带 来 的 误差 。 反 映 这 一 影响 的 是 以 上 Sa 中 括号 内 的 第 二 项 ,忽略 此 
项 影响 后 ,组合 滩 的 内 力 将 如 图 6- 15f 所 示 ,误差 为 1.81% 。 可 见 , 在 超 静 定 组 合 结构 中 ,受灾 丁 件 轴 向 变形 对 
内 力 的 影响 一 般 可 以 忽略 。 

现 结合 上 述 加 劲 梁 的 实例 ,讨论 结构 的 受 力 分 析 与 工程 设计 之 间 的 关系 。 

例 6-6 的 组 合 洪 若 去 除 加 劲 杆 风 成 为 一 根 简 支 梁 , 在 相同 荷 裁 的 作用 下 截面 最 大 弯 矩 将 达 
到 100 kN'm, 显 然 加 劲 杆 的 作用 是 明显 的 ,可 以 减少 梁 截 面 正 夸 矩 0% 以 上 。 但 在 工程 设计 中 
同时 应 注意 : 设 加 劲 杆 后 梁 上 出 现 了 负 弯 矩 ;荷载 作用 点 至 C 结 点 之 间 的 杆 段 截面 上 的 前 力 将 
增 大 ! 倍 以 上 ; 另 竖 杆 可 能 出 现 因 受 压 失 稳 破 坏 问题 。 这 些 问题 在 横梁 的 截面 . 配 筋 与 构造 设计 
以 及 竖 杆 的 设计 中 均 应 当 充分 考虑 到 。 实 际 上 ,结构 的 合理 性 还 取决 于 受 力 性 能 之 外 的 许多 因 
素 。 在 解决 一 个 方面 的 问题 时 ,应 注意 处 理 好 由 此 引起 的 其 他 问题 。 
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在 实际 工程 中 ,许多 结构 是 对 称 的 。 利 用 对 称 性 常 可 以 使 结构 的 受 力 分 析 得 以 简化 。 

对 于 平面 结构 来 说 ,所 谓 对 称 是 指 结构 的 全 部 构成 对 称 于 某 一 几何 轴线 。 也 就 是 说 , 若 将 结 
构 绕 该 几何 轴线 对 折 后 ,结构 轴线 两 侧 应 彼此 完全 重合 。 结 构 的 对 称 包括 几何 形状 联结 和 支 座 
情况 以 及 杆 件 的 截面 尺寸 和 材料 性 质 等 诸 方面 。 

对 称 结构 的 基本 受 力 特点 是 :在 对 称 荷 载 作 用 下 ,结构 的 变形 和 内 力 都 是 对 称 的 ; ;在 反对 称 
Tü fE JH TF ,结构 的 变形 和 内 力 则 都 是 反对 称 的 。 这 里 ,对 称 荷载 是 指 绕 轴 对 折 后 ,轴线 两 侧 茶 
载 的 作用 点 .大 小 和 方向 能 完全 重合 ;反对 称 荷载 则 是 指 绕 轴 对 折 后 .轴线 两 侧 荷载 的 作用 点 和 
大 小 重合 ,但 方向 却 相反 。 结 构 变形 和 内 力 的 对 称 或 反对 称 也 是 按 上 述 原则 定义 的 。 图 6 16 
为 一 对 称 刚 架 ,分 别 受 对 称 和 反对 称 荷 载 作 用 时 的 变形 和 麻 矩 图 形 。 

作用 于 对 称 结构 上 的 任意 荷载 ,都 可 以 分 解 为 一 组 对 称 荷载 和 另 一 组 反对 称 荷载 。 例 如 ,图 
6-17 所 示 为 一 对 称 刚 架 ,受到 集中 荷载 和 三 角形 分 布 荷载 作用 ,可 将 荷载 分 解 为 对 称 和 反对 称 


一 52.03 kN 
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反对 称 荷载 
图 6-16 


荷载 的 情况 。 图 6- 17b.c 所 示 荷 载 亚 加 后 即 得 原 结构 所 承受 的 荷载 。 根 据 琶 加 原理 , 原 结构 的 
变形 和 内 力 就 等 于 上 述 两 组 荷载 分 别 作 用 的 效果 之 和 。 由 此 可 见 , 只 要 结构 是 对 称 的 ,对 称 性 的 
利用 就 成 为 可 能 ,求解 时 应 充分 利用 对 称 结构 在 对 称 和 反对 称 荷载 作用 下 的 基本 受 力 特点 ,简化 
计算 过 程 。 


对 称 荷载 


图 6-17 


位 于 对 称 结构 对 称 轴 位 置 上 的 荷载 ,位移 和 杆 件 截面 内 力 ,其 对 称 或 反对 称 的 属性 应 如 何 判 
ER? 现 结合 图 6 - 18a 所 示 的 对 称 刚 架 进行 分 析 。 作 用 于 对 称 轴 位 置 上 的 竖 向 荷载 Fa 明显 
属于 对 称 荷载 ,而 水 平 荷载 Fe 和 力矩 M 则 属于 反对 称 荷载 。 要 理解 这 一 点 ,不 妨 将 原 荷 载 视 
为 无 限 复 近 对 称 轴 的 两 个 半 荷 载 , 然 后 绕 轴 对 折 后 ,荷载 的 方向 相同 与 否 即 可 判定 其 对 称 或 反对 
称 的 属性 。 同 理 ,该 刚 架 对 称 轴 截 面 上 的 竖 向 位 移 属于 对 称 位 移 , 而 水 平 位移 和 转角 则 属于 反对 
称 位 移 。 杆 件 的 截面 内 力 属于 作用 力 与 反作用 力 , 如 图 6 — 18b 所 示 , 按 内 力 或 截面 应 力 绕 轴 对 
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折 后 方向 相同 与 否 可 以 判定 ,对 称 轴 位 置 上 的 轴 力 属于 对 称 内 力 ; 剪 力 属于 反对 称 内 力 ; 模 梁 跨 
中 裁 面 处 的 弯 矩 属 对 称 内 力 ;而 中 提 坚 杆 的 截面 读 矩 则 属于 反对 称 内 力 。 以 上 所 述 可 以 归结 为 
6-2, 


图 6-18 


表 6-2 对 称 轴 位 置 荷载 .位 移 和 内 力 的 属性 


类 别 对 称 反对 称 

荷载 力 沿 对 称 轴 Fi H 3166 A 

位 移 TEAL Fe th 垂直 对 称 轴 \ 转 角 

内 力 BE i SE DH EFF AR ka 
R EH 


H ka e) FER PRTA 8 E FI F , IHAKA A W. L EF PE A BY 3 RY AE PR EF E AO AR TI PS SELD E 
DE 5 BE BIS RHE FD F YA BE F EF PES Sh D üE i FERT S EDEA E o 
以 下 来 讨论 如 何 利用 对 称 结构 的 上 述 特性 ,简化 力 法 的 分 析 计算 。 


6-5-1 选取 对 称 的 基本 结构 


力 法 的 基本 结构 是 将 原 结构 的 多 余 约 束 撤除 , 代 以 相应 未 知 力 后 得 到 的 体系 。 选 取 对 称 的 
基本 结构 可 以 使 力 法 方程 中 的 部 分 副 系 数 和 自由 项 数值 为 零 , 从 而 简化 计算 。 

图 6- 19a 表示 一 对 称 门 式 刚 架 ,车 采用 图 6- 19b 所 示 的 对 称 基 本 结构 ,各 单位 弯 矩 图 分 别 
如 图 6~19c、d\e 所 示 。 其 中 由 对 称 未知 力 X, =1 和 X, =1 引 起 的 M, El fll 了 ;图 是 对 称 的 ;由 
反对 称 未 知 力 X, = 1 引起 的 M: 图 是 反对 称 的 。 于 是 ,有 

e= => | d=0 
as = n= | Maa, <9 


于 是 , 力 法 方程 可 简化 为 
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m FA] 


Bn X, + bX + Ay = 0 
Ga X, + ôn Xs + Asp =O 
ôs Xa +A = 0 
由 此 可 以 看 出 ,对 称 结构 若 选取 对 称 的 基本 结构 , 则 力 法 方程 自然 就 分 解 成 两 组 。-_ 组 只 包 会 对 
称 未 知 力 ; 另 一 组 只 包含 反对 称 未 知 力 。 这 是 因为 对 称 未 知 力 不 会 引起 反对 称 的 位 移 ; 同 样 , 反 
对 称 未 知 力也 不 会 引起 对 称 的 位 移 ,这 就 使 得 相关 的 副 系数 为 零 。 于 是 , 原 力 法 方程 组 自然 就 分 
解 为 两 个 非 耦 联 的 低 阶 方程 组 ,使 计算 得 到 简化 。 此 时 , 若 荷载 对 称 , 则 力 法 方程 中 的 反对 称 未 
知 力 必 等 于 零 ; 若 荷载 反对 称 , 则 对 称 未 知 力 必 等 于 零 。 这 样 ,就 使 计算 可 进一步 简化 。 对 于 一 
般 荷 载 作用 的 情况 ,可 以 根据 求解 的 需要 分 解 为 对 称 荷载 和 反对 称 荷载 分 别 计算 ,而 后 攻 加 。 
以 上 对 称 性 利用 的 基本 原理 ,可 以 通过 选取 成 对 未 知 力 的 方法 ,推广 应 用 到 力 法 基本 未 知 量 
不 位 于 对 称 轴 上 的 情况 。 例 如 ,对 于 图 6- 20a 所 示 的 对 称 超 静 定 刚 架 , 若 取 图 6- 20b 的 基本 结 
构 , 则 相应 的 单位 次 矩 图 将 不 具有 对 称 或 反对 称 性 质 。 若 取 如 图 6 - 20c 的 基本 结构 ,将 支 座 A 
AB 处 的 未 知 紧 向 反 力 视 为 一 组 对 称 未 知 力 Y, 与 另 一 组 反对 称 未 知 力 YO 要 加 的 结果 ,此 
时 ,单位 弯 矩 图 如 图 6- 20d 和 e 所 示 , 分 别 具 有 对 称 或 反对 称 的 性 质 。 于 是 , 力 法 方程 的 副 系 数 
Ôn = ôn =0, 成 为 两 个 非 耦 联 的 独立 方程 
Gu Y, + A, =0 
òa Y, + Ay =O 
以 上 YA z 均 为 成 对 的 未 知 广义 力 ,而 力 法 方程 表达 了 与 广义 力 相应 的 广义 位 移 应 等 于 零 。 
解 出 和 Y, 之 后 , 原 结构 A 、B 支 座 的 反 力 X, 和 和 :可 按 伍 加 法 求 得 , 即 


QD 这 里 ,成 对 的 未 知 力 可 以 是 成 对 的 未 知 广 义 力 ,所 以 本 书 仍 沿 以 往 教材 中 使 用 的 了 ,表示 。 
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图 6-20 


X,=Y,+Y,, X,=Y,- Y, 
6-7 试 求 图 6- 21a 所 示 刚 架 的 弯 矩 图 。 设 各 丁 EJ = 常数 。 
解 ” 这 是 一 个 六 次 超 甬 定 的 对 称 刚 架 , 受 反 对 称 葵 载 作用 。 分 析 时 可 将 位 于 对 称 铀 上 后 截面 处 的 刚性 联 
系 撤除 ,并 撤除 支 座 A C 处 的 水 平 约束 和 支 座 B 处 的 竖 向 约束 ,得 基本 结构 如 图 6-21b 所 示 。 支 座 A, C 处 的 
未 知 水 平 约束 力 采 用 成 对 未 知 力 ,因为 荷载 是 反对 称 的 ,所 以 对 称 约束 力 为 零 , 仅 存 在 反对 称 约束 力 XXE RB 


fe) 


0 KI L 
20kN if 240 | 20kN 


bos bos 4 图 (单位 kNm) 
ap 图 (单位 kN-m) 


图 6-21 
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位 于 对 称 轴 寺 , 竖 向 约束 反 力 属于 对 称 旋 必定 为 零 。 同 理 , 位 于 对 称 辖 上 态 点 切口 处 只 存在 反对 称 内 力 X,。 因 
此 ,在 利用 了 对 称 任 之 后 , 力 法 基本 未 知 量 的 数目 仅 剩 两 个 ,单位 夸 矩 图 和 荷载 村 矩 困 分 别 如 图 6- 21c.d 和 。 
所 示 。 此 时 , 力 法 方程 为 
òn X,+0,X,+Ae=0 
Sn X, tön X; + Ay = 0 
力 法 方程 的 系数 和 自由 项 可 以 采用 图 乘法 计算 ,结果 如 下 ; 


将 上 述 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 ,化 简 后 得 
864X, —216X, + 10 080 kN=0 
一 216X, +720X, ~ 1 440 kN= 0 
解 此 方程 组 得 
X,= -12.07kN, X, = -1.62 kN 
求 得 了 多 余 约束 力 XX .Xs 之 后 , 即 可 根据 平衡 条 件 , 或 是 技 照 式 (6 - 4) 的 琶 加 法 计算 杆 件 弯 矩 ,并 绘 出 刚 
RA WH 6 - 21f 所 示 。 


6-5-2 取 半 边 结构 


利用 对 称 结构 在 对 称 和 反对 称 荷载 作用 下 的 基本 受 力 特点 ,可 以 按照 变形 和 内 力 与 原 结构 
等 价 的 原则 , 先 截取 半边 结构 分 析 计算 ,然后 再 根据 对 称 性 得 到 整个 结构 的 内 力 。 一 般 地 说 , 半 
边 结构 的 超 静 定 次 数 常 低 于 原 结构 ,这样 就 可 以 使 计算 得 到 简化 。 以 下 分 别 以 奇数 跨 和 偶数 跨 
的 对 称 刚 架 为 例 ,说 明 取 半边 结构 的 分 析 方法 。 

图 6 -22a 所 示 为 一 单 跨 对 称 刚 架 , 受 对 称 荷载 作用 。 此 时 , 刚 架 的 变形 和 内 力 应 是 对 称 的 ， 
故 位 于 对 称 轴 上 的 K 截面 处 无 水 平 位 移 和 转角 发 后 , 仅 可 发 生 竖 向 位 移 ; 同 理 ,K 截面 处 仅 可 
能 有 灾 矩 和 轴 力 而 无 前 力 发 生 。 因 此 ,在 取 半 边 结构 计算 时 ,在 该 截面 处 应 采用 滑动 支 座 代 亚 原 
有 的 联系 ,得 到 如 图 © — 22b 所 示 的 计算 简 图 ,其 变形 和 内 力 与 原 结构 中 的 情况 是 相同 的 。 


(c) 


图 6-22 


车 上 述 刚 架 受 反对 称 荷载 作用 ,如 图 6 — 22c 所 示 , 则 变形 和 内 力 应 是 反对 称 的 ,此 时 位 于 对 
称 轴 上 的 K 截面 处 无 竖 向 位 移 发 生 ,但 可 以 有 水 平 位 移 和 转角 ; 同 理 ,K 截面 处 仅 可 有 前 力 而 
AA, 因此 ,在 取 半 边 结构 计算 时 ,在 该 截面 处 应 采用 坚 向 链 杆 代替 原 有 的 联系 ,得 到 
如 图 6- 22d 所 示 的 计算 简 图 。 


$6-5 对 称 性 的 利用 151 


对 于 奇数 跨 刚 架 , 均 可 以 按照 上 述 原则 取 半 边 结构 分 析 , 以 简化 计算 。 以 下 再 讨论 偶数 跨 刚 
架 。 

图 6-23a 所 示 为 一 两 跨 对 称 刚 架 , 受 对 称 荷载 作用 。 位 于 对 称 轴 上 的 K 结 点 应 无 水 平 位 
移 和 转角 发 生 , 在 忽略 杆 件 的 轴 向 变形 后 也 没有 竖 向 位 移 ,但 在 K AARNA SE NMA 
存在 ;在 取 半 边 结构 计 算 时 ,可 将 该 处 用 固定 支 座 代 蔡 , 得 到 如 图 6- 23b 所 示 的 计算 简 图 。 此 
时 , 刚 架 的 中 柱 仅 受 轴 力 作用 ,其 数值 应 等 于 K 处 固定 支 座 竖 向 反 力 的 2 倍 。 


图 6-23 


若 上 述 刚 架 受 反对 称 荷载 作用 ,如 图 6 - 23c 所 示 , 在 取 半 边 结构 计算 时 可 以 假想 沿 结构 所 
在 平面 将 中 柱 对 剂 为 前 \ 后 两 半 ,相应 的 模 截 面 饥 性 矩 各 为 原 截面 的 一 半 ,分 别 参与 左右 两 个 半 
刚 架 的 工作 ,得 到 如 图 6 一 23d 所 示 的 计算 简 图 。 但 在 按 反 对 称 原则 将 半边 结构 的 内 力 延 拓 至 全 
结构 时 应 注意 , 刚 架 的 中 柱 所 承受 的 弯 矩 和 前 力 应 为 按 半 结 构 计算 时 所 得 结果 的 2 倍 , 而 中 柱 的 
轴 力 因 属 于 对 称 内 力 ,两 半 结构 蚕 加 的 结果 中 柱 轴 力 必定 为 零 。 

无 论 是 奇数 路 或 偶数 跨 的 对 称 刚 架 , 若 有 荷载 作用 在 对 称 轴 位 置 , 则 在 取 半 边 结构 时 应 取 访 
荷载 值 的 一 半 , 另 一 半 荷 载 将 由 另 一 半边 结构 承受 。 

例 6~8 试 分析 图 6- 248 HARM IMM, Re Fr RE). 
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解 ” 此 刚 架 是 四 次 超 静 定 结构 ,有 竖 向 和 横向 两 根 对 称 轴 , 两 个 方向 上 网 架 分 别 为 偶数 跨 和 奇数 跨 的 。 根 
据 刚 架 在 对 称 痊 载 作用 下 的 变形 和 内 力 特 点 ,可 以 取 其 于 进行 分 析 , 注 意 到 两 侧 竖 杆 中 吉 均 为 饼 结 ,计算 简 图 应 
如 图 6 24b 所 示 。 此 时 , 超 静 定 次 数 已 降低 为 一 次 ,可 以 取 基 本 结构 如 图 6 — 24c, 并 用 力 法 求 得 弯 短 图 如 图 
6 24d 所 示 。 

在 求 得 十 刚 架 的 讲 矩 图 后 ,可 以 根据 内 力 对 称 的 原则 绽 制 出 图 6- 24e 所 示 原 刚 架 的 弯 矩 图 。 注 意 ,位 于 对 
称 轴 上 的 刚 架 竖 杆 无 帘 矩 和 前 力作 用 ,其 轴 向 压力 等 于 计算 简 AE 32 EE [°] 52 JJ f 2 të , 

以 下 讨论 与 例 6 一 8 相关 的 基本 概念 。 首 先是 , 若 需 要 考虑 杆 件 ( 轴 向 刚度 EA 一 常数 ) 轴 向 
变形 的 影响 ,计算 简 图 应 如 何 选 取 。 此 时 ,位 于 对 称 轴 上 的 刚 架 竖 杆 会 发 生 压 缩 变 形 , 该 竖 杆 端 
部 显然 不 能 胃 视 作 固 定 支 座 , 而 应 改 用 滑动 支 座 , 并 应 保留 竖 杆 的 作用 。 在 取 半 边 结构 时 该 竖 杆 


的 轴 向 刚度 应 取 广 值 ,得 计算 简 图 如 图 6 — 25a BE b BE 


q q 
(a) (b) 
ga | | EA ie EA 
ie £. > < x 


图 6-25 


此 外 对 于 例 6- 8 图 6- 24b 所 示 的 计算 简 图 ,也 可 以 直接 利用 有 关 基 本 超 静 定 杆 件 的 现成 
图 表 进 行 计算 ,从 而 避免 力 法 求解 。 为 此 ,可 分 别 考虑 作用 于 基本 结构 的 荷载 ,如 图 6 26a.b 所 
示 。 因 支 座 竖 向 链 杆 反 力 不 会 引起 紧 杆 次 矩 , 图 6 - 26a 中 的 横梁 相当 于 一 端 固定 另 一 端 为 匀 
支 ,在 均 布 荷载 作用 下 的 恋 矩 图 形 可 有 现成 图 表 给 出 ;图 6 - 26b 中 竖 杆 和 横梁 左 端的 杰 矩 是 静 
定 的 , 即 可 以 利用 平衡 条 件 求 得 ;横梁 右 端的 弯 矩 按 有 关 图 表 应 为 左 端 主动 力矩 的 一 半 , 其 作用 
方向 与 主动 力矩 相同 。 将 图 6 ~ 26a.b BF As H A E 83k MM, BN HT 7G SPN 6 - 24d IB E o 


ga 
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cz 
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— 


图 6-26 


例 6-9 WARA 6-27 ARAR I EE. RSA FT = 常数 。 
解 ” 此 刚 架 是 四 次 超 更 定 的 对 称 结构 ,为 利用 对 称 性 ,可 将 荷载 按 对 称 和 反对 称 分 解 ,分 别 如 图 6 -27b.c 所 
示 。 
在 对 称 的 结 点 荷载 作 几 下 ,忽略 杆 件 的 轴 向 变形 后 该 刚 架 结 点 处 无 线 位 移 和 角 位 移 ,荷载 是 由 杆 件 的 轴 力 
平衡 , 刚 架 中 无 村 矩 和 甬 力 发 生 ; 在 反对 称 荷 裁 作用 下 ,位 于 对 称 轴 上 二 力 征 的 轴 力 必定 为 零 ,半边 结构 的 计算 
篇 图 应 如 图 6-~ 27d 所 示 ,为 一 次 超 静 定 的 。 可 以 到 图 6- 27e 的 基本 结构 ,并 用 方法 求 出 半边 结构 的 麻 矩 图 如 
图 6- 27f。 然 后 , 按 内 力 反对 称 的 原则 绘 出 原 刚 架 的 故 矩 图 ,如 图 6 — 27g 所 示 。 
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图 6-27 
例 6- 9 的 刚 架 若 对 称 荷载 中 包括 非 结 点 荷载 , 则 在 对 称 荷载 作用 下 刚 架 一 般 也 将 有 弯 矩 产 
生 。 此 时 , 刚 架 的 弯 矩 图 将 由 对 称 和 反对 称 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 和 恤 加 得 到 。 


超 静 定 枯 架 也 可 以 利用 对 称 人 性 简化 计算 。 例 如 ,对 于 图 6 - 28a 所 示 的 一 次 超 静 定 对 称 析 
架 , 因 荷载 是 反对 称 的 , 即 可 以 判定 CD 杆 的 内 力 为 零 , 且 ALB 支 座 的 反 力 具有 反对 称 性 质 。 


于 是 ,可 按 图 6 一 28b 所 示 的 静 定 枯 架 计算 。 
Fp 


franpal 
图 6-28 


若 几 何 和 材料 性 质 对 称 的 结构 含有 不 对 称 的 支 座 ,在 利用 对 称 性 时 可 将 不 对 称 的 支 座 反 力 
分 解 为 对 称 和 反对 称 力 ,在 取 半 边 结构 时 应 注意 其 变形 和 内 力 情 况 需 符合 于 原 结构 。 例 如 ,图 


6 — 29a 所 永 刚 架 ,荷载 和 呈 支 座 的 反 力 可 如 图 6- 29b e 所 示 分 解 为 一 组 对 称 、 另 一 组 为 反对 称 
F F Fy Fp fp 
Og 2 OF 2 @ z z 
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HH. RRA EFI F (BI 6 — 29h) RRA RH J ; BT RD EA F (E 6 — 29c) 可 取 图 6- 29d 
所 示 的 半边 结构 计算 简 图 。 注 意 ,此 时 水 平 支 杆 应 加 在 C 结 点 处 。 刚 架 的 最 终 内 力 可 以 通过 营 
加 得 到 。 

值得 一 提 的 是 ,在 利用 计算 机 计算 对 称 结构 时 ,也 常 可 采用 半边 结构 的 计算 简 图 。 些 外 ,对 
称 性 利用 的 原则 在 杆 件 体系 之 外 的 连续 体力 学 以 及 其 各 类 数值 分 析 中 同样 具有 广泛 的 应 用 。 合 
理 利用 对 称 性 的 关键 在 于 :保证 计算 模型 的 受 力 特性 与 原 结构 完全 一 致 。 
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工程 结构 除了 承受 荷载 之 外 ,还 常 受到 支 座 位 移 、 温 度 变 化 或 者 是 装配 式 结构 构件 制作 误差 
等 因素 的 作用 ,可 统称 为 非 荷载 因素 作用 。 结 构 在 非 荷载 因素 作用 下 是 否 产生 内 力 , 完 全 取决 于 
它 在 受到 这 些 因素 作用 时 ,变形 是 否 为 充分 自由 的 。 若 可 以 自由 地 变形 , 则 不 会 引起 结构 的 内 
力 ,否则 将 使 结构 产生 内 力 。 

图 6- 30a .b 所 示 为 静 定 伸 臂 梁 分 别 受到 支 座位 移 和 温度 变化 作用 时 发 生 自由 变 位 的 情况 。 
两 种 情况 下 梁 均 无 内 力 和 反 力 发 生 。 但 车 在 上 述 梁 的 C 端 增加 一 支 座 链 杆 ,成 为 图 6- 30c、d 
所 示 的 超 静 定 梁 , 在 同样 的 非 荷载 因素 作用 下 , 梁 的 变形 就 将 受到 约束 ,显然 此 时 梁 上 有 内 力 和 
上 反 力 发 生 。 超 静 定 结构 由 于 存在 多 余 约 东 , 在 非 荷载 因素 作用 下 一 般 会 产生 内 力 和 上 反 力 ,这 是 超 
静 定 结构 不 同 于 静 定 结构 的 重要 特性 之 一 。 


(a) 


图 6-30 


用 力 法 分 析 非 荷载 因素 作用 下 的 超 静 定 结构 ,其 基本 原理 以 及 分 析 步 又 与 在 荷载 作用 下 时 
相间 ,差别 只 是 力 法 典型 方程 中 的 自由 项 不 再 是 由 荷载 引起 ,而 是 由 支 座 位 移 、 温 度 变 化 等 因素 
引起 的 基本 结构 在 多 余 约 束 力 方向 上 的 位 移 。 例 如 ,在 求解 图 6 - 30c.d 所 示 的 连续 梁 时 ,可 将 
C 支 座 反 力 F,。 作 为 基本 未 知 量 ,此 时 力 法 方程 的 自由 项 就 等 于 图 6- 30a、b 中 的 - CC”, Fye 
仍 可 根据 C 点 竖 向 位 移 为 零 的 变形 协调 条 件 ,由 力 法 方程 解 出 。 

工程 结构 受 非 荷载 因素 的 作用 有 时 会 产生 很 大 的 内 力 , 甚 至 可 以 造成 结构 的 酸 坏 。 在 工程 
设计 中 ,一 般 应 该 按照 有 关 设 计 规 范 的 要 求 采取 必要 的 措施 , 减 小 上 述 非 荷载 因素 的 作用 ,并 对 
其 影响 予以 充分 的 考 虚 。 
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6-6-1 支 座 位 移 作 用 


在 计算 支 座位 移 作 用 下 n 次 超 静 定 结构 的 内 力 时 , 力 法 典型 方程 中 第 ;个 方程 的 一 般 形式 
可 写 为 
六 sr- (6-5) 
式 中 人 为 柔 度 系数 ;4A。 表 示 基本 结构 在 支 座位 移 作用 下 在 总 方向 的 位 移 ;4, RABE X, 
方向 的 位 移 。 以 上 均 以 与 未 知 力 方 向 一 致 为 正 ,反之 , 则 为 负 。 力 法 方程 的 实质 , 即 物理 含义 仍 
然 是 ,基本 结构 在 各 多 余 约束 力 以 及 支 座 位 移 共同 作用 下 ,在 多 余 约束 力 方向 上 的 位 移 应 符合 于 
原 结构 。 
对 于 同一 个 超 静 定 结构 , 力 法 基本 结构 的 选取 可 以 不 同 ,此 时 力 法 方程 中 的 常数 项 A, fü A, 
的 数值 一 般 亦 不 相同 。 图 6 一 31a 所 示 刚 架 , 假 设 由 于 某 种 原因 支 座 A 发 生 向 下 竖 向 位 移 a 和 
顺 时 针 转 角 0, 支 座 B 发 生 向 右 水 平 位 移 6。 图 6- 31b.c.d 分 别 为 三 种 可 能 选取 的 基本 结构 。 
原 结构 在 支 座位 移 作 用 下 沿 多 余 约 束 力 方向 的 位 移 A, MA, 可 按照 已 知 的 支 座位 移 条 件 得 到 ; 
基本 结构 因 是 静 定 的 ,在 支 座 位 移 作 用 下 ,发 生 的 是 刚体 位 移 ,A,, 和 A 一般 易 从 刚体 位 移 的 几 
何 关 系 中 求 得 ,也 可 以 利用 单位 荷载 法 计算 。 例 如 ,对 于 基本 结构 3, 在 支 座位 移 作 用 下 B 结 点 
WX, 方向 的 位 移 , 可 以 由 图 6 - 31e 的 刚体 位 移 图 中 得 出 ,为 A = h0, A, REA 的 竖 疝 位 
Ba 以 及 原 结构 B 支 座 的 水 平 位 移 6 无 关 。 基 本 结构 沿 X, 方向 的 位 移 属 杆 件 之 间 的 相对 转 
角 , 可 由 AC 和 BC 丁 转 角 相 加 得 出 ,A:, 也 可 以 通过 建立 如 图 6- 31f 所 示 虚 拟 平衡 状态 , 按 单 位 
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荷载 法 计算 , 即 
A, = 一 Frc= ++ 


三 种 基本 结构 相应 的 力 法 方程 中 的 常数 项 可 见 表 6 - 3。 
R6-3 三 种 基本 结构 力 法 方程 常数 项 


F" An A [ a 4; 
基本 结构 1 8 ate 6 0 
基本 结构 2 r -2 -a -9 
基本 结构 3 h8 i” e+ + b 0 


例 6-10 试 绘制 图 6 - 32a 所 示 梁 在 已 知 支 座 位 移 作用 下 的 弯 矩 图 。 
A ERE- KAPEN RA 6 一 32b 所 示 的 基本 结构 , 力 法 方程 为 
Bu Xs + hye =A, 
根据 已 知 条 件 A 端的 转角 4, = 9;X, = 1 作用 下 基本 结构 的 相应 转角 可 由 M, 图 (图 6- 32c) 自 乘 求 得 ， 
BD Oy, = 3 条 ' 支 座位 移 作用 于 基本 结构 所 引起 梁 A 端的 转角 可 由 刚体 位 移 关系 求 得 ,为 A, = - +: Ai 也 可 


按 图 6 - 32c, 利 用 单位 荷载 法 求 得 。 


E Sa i 


上 人 一 
x= 
© 4 wW Hmm, 
I 1 
T xm 并 HL (loa) M m 
图 6-32 
将 上 述 系数 和 常数 项 代 人 力 法 方程 可 解 得 


15M, = t a) 


ELH sk fq BR M A A Sn PR 6 — 32d 所 示 。 


由 例 6- 10 可 以 看 出 , 超 静 定 结构 在 支 座位 移 作用 下 的 内 力 和 反 力 项 中 包含 了 截面 的 刚度 ， 
说 明 它 们 与 杆 件 刚度 的 绝对 值 成 正比 。 这 与 荷载 作用 下 , 超 静 定 结构 的 内 力 和 反 力 仅 与 杆 件 刚 
度 的 相对 比值 有 关 ,与 刚度 的 绝对 值 无 关 的 情况 是 不 同 的 。 


6-6-2 温度 变化 作用 
在 温度 变化 作用 下 ,x 次 超 静 定 结构 的 力 法 典型 方程 中 ,第 i 个 方程 的 一 般 形式 为 
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Sa tA, = A, (6-6) 
式 中 A, 表示 基本 结构 在 温度 变化 作用 下 滑 X, 方向 的 位 移 ;A, 表示 原 结构 沿 X, 方向 的 位 移 。 
力 法 方程 仍 反映 了 基本 结构 的 位 移 应 与 原 结构 位 移 相符 的 变形 协调 条 件 。 静 定 的 基本 结构 在 温 


度 变 化 作用 下 的 位 移 计 算 方法 已 在 第 5 章 中 介绍 。 
图 6~ 33a 示 一 超 静 定 刚 架 , 设 由 于 温度 变化 , 杆 件 外 侧 温度 升 高 1, ,内 侧 温 度 升 高 2 (1, > 


ti) , 刚 架 的 变形 如 图 中 虚线 所 示 。 取 力 法 基本 结构 如 图 6 -33b, 在 多 余 约 束 力 X, .X, 和 温度 
变化 的 共同 作用 下 ,基本 结构 C 点 的 水 平和 竖 向 位 移 均 应 等 于 零 。 其 中 ,多 余 约 束 力 引起 的 位 


移 计 算 前 面 已 介绍 ;温度 变化 引起 的 位 移 ,包括 温度 均匀 升 高 re = 所 了 和 引起 的 位 移 (图 6- 


33c) 和 杆 件 内 ,外侧 温差 Ae = 2, - 2, 引起 的 位 移 (图 6 一 33d) 两 部 分 , HEME MPE 6 — 33e 所 示 。 
图 中 A\, 和 4,, 可 按 式 (5- 12) 计 算 , 即 


4, = Tat As, + De May 


图 6-33 


因为 基本 结构 是 静 定 的 , 非 荷载 因素 的 作用 并 不 使 其 产 牛 内 力 , 故 刚 架 的 最 终 内 力 仅 由 多 余 
约束 力 所 引起 。 因 此 ,由 力 法 方程 解 出 多 余 约束 力 后 , 刚 架 最 终 订 矩 的 算式 为 
M= > MX, (6-7) 
< 
FPF ABS Jy itb AB PJ DH 
例 6-11 试 求 图 6- 34 所 示 结 构 因 AB 段 温度 均匀 下 降 4 SRM. WHERE E SOS a. 
解 图 示 结 构 是 一 次 起 静 定 的 ,切断 AB 杆 , 取 基本 结构 如 图 6~ 34b 所 示 。 力 法 方程 为 
SX + A, =0 
它 表 示 了 切口 两 侧 截面 相对 线 位 移 为 零 的 变形 协调 条 件 。 方 程 的 系数 和 自由 项 计算 如 下 ; 
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分 4 的 物理 含义 可 见 图 6 一 34d。 
ç P 


= h ; AXA 
图 6-34 


将 以 上 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 ,可 解 得 
x= ato = eto 
AFE PPL SAV U OEI eo GS 
EA‘ T 3EL FAT k 
起 中 k= 3! 称 为 柱子 的 侧 移 刚度 。 结构 的 弯 窍 图 和 轴 力 如 图 6- 34e 所 示 。 


例 6~ 11 的 计算 结果 说 明了 以 下 力学 和 工程 概念 : 

(1) 在 温度 变化 作用 下 , 超 静 定 结构 的 内 力 与 平均 温度 的 变化 值 i。 以 及 材料 的 线 膨 胀 系 数 
a 成 正比 。 内 力 的 数值 还 随 受 温度 变化 作用 的 AB 杆 截 面 刚度 增 大 而 增 大 。 

(2) 柱子 的 侧 移 刚度 愈 大 , 则 AB 杆 中 的 轴 力 也 愈 大 。 车 一 0, AB 杆 的 轴 力 也 趋 于 零 ， 
这 说 明 温度 变化 作用 下 , 标 件 只 有 在 变形 受到 约束 的 情况 下 才 会 产生 内 力 ; 若 &-= oo ,或 者 说 
AB 杆 两 端 受 到 刚性 约束 , 则 杆 件 轴 力 取得 最 大 值 ar, EA ,与 杆 件 截面 刚度 成 正比 ,而 与 杆 件 的 
长 度 无 关 ; 若 k 的 值 介 于 0~ 之 间 , 则 杆 件 的 内 力 还 将 随 受 温度 变化 作用 的 AB 杆 长 度 的 增 大 
而 增 大 。 实 际 上 ,该 例 中 的 柱子 侧 移 刚度 可 以 广义 地 理解 为 AB 杆 周边 结构 的 约束 刚度 。 用 
以 上 的 定性 分 析 结 果 可 以 解释 许多 因 温度 变化 作用 而 产生 的 工程 问题 。 

杆 件 制作 误差 ,材料 的 收缩 或 徐 变 所 引起 超 静 定 结构 内 力 的 计算 ,其 基本 原理 与 温度 变化 作 
用 时 相同 。 在 例 6- 11 中 ,可 以 将 基本 结构 中 AB 杆 因 温度 变化 而 产生 的 缩短 量 A,, 代 以 AB 
杆 制 作 长 度 的 误差 或 材料 的 收缩 量 ,就 可 以 用 同样 的 力 法 方程 求 得 上 述 因素 作用 下 结构 的 内 力 。 
由 此 也 可 以 得 出 结论 ,周边 的 约束 刚度 对 上 述 非 荷载 因素 所 引起 的 结构 杆 件 内 力 有 很 大 的 影响 。 
在 同样 的 作用 因素 之 下 ,混凝土 结构 的 裂 色 开展 与 上 述 相对 刚度 有 着 密切 的 关系 。 
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§6-7 超 静 定 结构 的 位 移 计算 


作为 变形 体 虚 功 原理 应 用 的 单位 荷载 法 ,不仅 可 用 于 计算 兰 定 结构 的 位 移 ,也 同样 适用 于 计 
算 超 静 定 结构 的 位 移 。 例 如 ,欲求 图 6 一 35a 所 示 均 布 荷载 作用 下 两 端 固定 粱 跨 中 C 点 的 挠 度 ， 
应 先 作 出 荷载 作用 下 梁 的 弯 矩 团 ,然后 在 C 点 作用 单位 竖 向 荷载 . 求 出 此 虚拟 平衡 状态 的 弯 矩 
如 图 6 一 35d 所 示 , 以 下 就 可 以 用 图 乘法 计算 C RAE EE. ARRAS M AARAA 


形 与 一 个 标准 抛物 线形 的 又 如 ,其 形 心 处 对 应 M 图 的 竖 标 分 别 为 0 A TER 


4c = Ma = oiia x x 35 = lg 

i Wane S Reus CRUU Li wšpunaspankautkustayka 
内 力 ,十 分 烦琐 。 那 么 是 否 有 更 便捷 的 计算 方法 呢 ? 

在 求解 上 述 两 端 固定 梁 时 ,可 以 选取 图 6 一 35b 的 悬臂 梁 , 或 者 图 6 一 35c 所 示 的 简 支 梁 作 为 
基本 结构 ,然后 按照 基本 结构 和 原 结构 变形 相同 的 原则 建立 力 法 方程 , 解 出 多 余 约 束 力 。 基 本 结 
构 在 上 述 多 余 约 束 力 以 及 荷载 共同 作用 下 的 内 力 和 变形 ,与 原 结构 是 完全 相同 的 。 于 是 ,就 可 以 
将 超 静 定 结构 的 位 移 计 算 问 题 ,转化 为 相应 静 定 结构 的 位 移 计算 。 或 者 说 ,可 以 将 问题 转化 为 计 
算 图 6- 35b KAPERA 6 — 35c 的 简 支 粱 上 C ARRE. 


sf ra 
2 24 
ae a 
M 图 图 
(d) (e) 了 
1 i 
J F 21 
F G 1 可 2 1 1 
4 . A [a 
— {mt _ B A B 
į 了 
+ 
MEI Ma Ma 
图 6-35 


GARE RB Bie, TRG TE BE 28 48 38 E SË sy E 009 PARAS , ER AREF tt ES E Bl 
6 一 35e 或 f, 即 可 利用 有 关公 式 或 图 乘法 计算 出 C 点 的 挠 度 。 以 取 图 6 - 35e 的 虚拟 状态 为 例 , 有 


MM, a f OE EOT EOE L 3y\_ gi? 
acs | Er š el? xEXEKS- 37I ET” E) E 
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与 前 计算 结果 相同 。 由 于 基本 结构 是 静 定 的 ,在 单位 荷载 作用 下 的 内 力 易 求 得 ,因而 位 移 计算 就 
比较 便捷 。 
例 6- 12 BOREL 6-36 所 示 组 合 结构 C 点 的 竖 向 位 移 Ac 和 AD 与 BD 杆 间 的 相对 转角 4m 。 已 知 荷载 


作用 下 的 内 力 如 网 6 — 36b 所 示 ,AD 和 BD 杆 的 轴 向 刚度 ra= ËI m, 8083 S Hit ASB EY 


B ”此 为 两 次 超 静 定 的 组 合 结构 , 力 法 求解 取 基 本 结构 时 可 将 CH ARB 6 - 36c.d) ,或 者 将 竖 杆 
SR D ZBI CA 6 - 36e.f). 
@ 2kN/m 


(by 
12.94 1.45 


š ` ae 


Fy (单位 XN) 
MM 图 (单位 KN-m) 


MEF 


图 6-36 


在 计算 位 移 时 为 避免 再 次 求解 两 次 超 静 定 结构 , 取 上 述 两 种 静 定 的 基本 结构 建立 虚拟 状态 ,单位 广义 荷载 
及 其 产生 的 内 刀 分 别 如 图 6 一 36c,d 和 ef 所 示 。 


当 采 用 图 6 一 36c 和 所 杀 的 炭 拟 状态 时 ,在 忽略 原 受 弯 杆 件 的 轴 向 变形 后 , 竖 向 位 移 A 和 AD 与 BD 杆 的 
相对 转角 Am 分 别 计算 如 下 : 


PyPy 
c= f Fates = BB me x (1.99 N+ 1.34 kN) = 24.23 N, m 
如 = 和 ax x(G. 89 kN+1,34 kN) = $48 kN 


NJ, ÉE fe W WRH FB RP A 9 BE. 
当 采 用 图 6 — 360 所 示 的 虚拟 状态 时 ,应 用 图 乘法 ,并 注意 到 EA- 时 m “的 关系 ,算得 的 A 与 前 相同 。 此 
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时 ,在 位 移 计算 中 仅 用 到 原 结构 杆 件 的 夺 给 数值。 图 6 - 36f 所 示 庶 拟 状 态 对 应 的 F, 图 与 4 图 相同 , 且 杆 件 的 
EMF PRAM am 也 必定 相同 。 
超 静 定 结构 在 支 座位 移 、 温 度 变化 等 非 荷载 因素 作用 下 的 位 移 计算 ,同样 可 以 在 其 相应 的 静 
定 结构 上 建立 虚拟 的 平衡 状态 ,从 而 将 问题 转化 为 静 定 结构 的 位 移 计 算 。 忽 略 杆 件 前 切 变形 影 
响 时 ,位 移 计算 公式 为 
A= uf¥ Ma +y | Pa Bards +>: f MBAs +d |[Faesds- OF ec (6-8) 
车 是 将 虚拟 的 平衡 状态 建立 在 原 结构 上 , 则 可 以 证 明 式 (6 8) 等 号 右边 的 前 两 项 的 什 恒 为 零 ,位 
移 计 算 公式 可 简化 为 


A= rt | Feeds - UF ec (6-9) 
例 6-13 试 计算 图 6-37a ARLE BANE 0a o 


{a) "4 B ©) 4 3 
a x 
{条 一 T 4 
Seton 学 x 


图 6-37 


解 此 梁 为 一 次 超 静 定 , 取 基本 结构 如 图 6- 37b, 用 力 法 可 解 得 BRM BARA 
3EI 
xir (¢-+) 
RHEE B PB 6 - 37e, 
求 B RARE nt. 6 A FA A BH SIL OAR AS CH 6 ~ 37d) , 按 式 (6- 8) ,有 
ôs =» |Ma- >F. 


as 1 SEL a 
HB DCE (pF) s 


可 见 , 两 种 方法 所 得 结果 是 相同 的 。 
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§6-8 超 静 定 结构 内 力 计算 的 校 核 


结构 的 内 力 是 结构 设计 的 依据 ,所 以 在 计算 求 得 内 力 后 应 该 进行 校 核 ,以 保证 其 正确 性 。 从 
全 局 的 角度 讲 , 内 力 校 核 首先 应 检查 结构 的 计算 简 图 是 否 合 理 , 原 始 数据 是 否 正确 ,选用 的 参数 
是 否 恰当 等 。 因 为 只 有 在 计算 简 图 ,原始 数据 和 所 选用 的 参数 都 正确 无 误 的 前 提 下 ,结构 的 内 力 
计算 结果 才 是 有 意义 的 。 

内 力 计算 的 校 核 还 包括 运用 力学 的 基本 概念 ,或 者 采用 简化 的 估算 方法 ,或 者 根据 相关 的 工 
程 经 验 对 计算 过 程 以 及 结果 的 合理 性 进行 定性 的 分 析 判断 。 当 以 上 各 方面 均 无 发 现 问题 时 ,可 
以 通过 平衡 条 件 和 变形 条 件 ,对 结构 的 内 力 计 算 和 内 力图 形 作 进 一 步 的 定量 校 核 。 


6-8-1 平衡 条 件 的 校 核 


无 论 是 静 定 还 是 超 静 定 结构 ,内 力 (包括 反 力 ) 必 定 满足 静 力 平衡 条 件 。 当 从 结构 上 任意 截 
取 某 -部 分 作为 隔离 体 ,平衡 方程 均 应 成 立 。 通 常 可 以 取 刚 架 结 点 为 隔离 体 ,检查 是 否 满足 力矩 
平衡 条 件 ; 取 横贯 刚 架 各 柱 的 截面 以 上 部 分 为 隔离 体 ,检查 是 否 满足 水 平 投影 方向 力 的 平衡 条 件 
等 。 

图 6 — 38a 所 示 刚 架 的 弯 矩 图 已 在 例 6- 7 中 求 得 ,如 图 6- 38b 所 示 。 为 校 核 其 正确 性 ,可 
截取 G.D \E 等 结 点 作为 隔离 体 (图 6- 38c\d.e)。 以 结 点 D 为 例 , 有 


9.73 rn 9.73 (©) 


G o.73 KN-m 
LO 


72.43 9.73 kN-m 


好 图 (单位 kNm) 


(9) 9.73 KN-m @ a 

~ 47.57 KN-m. 

°) 62.70kN-m ¢ = D 47.57kN-m = ae 

x ~ 

72.43 KN-m 95.14kN-m 12.071N 12.07kN 
a 
15.86 KN 
20 wf feo KN 
图 6-38 


2X Mp =9.73 kN-m + 62.70 kN-m- 72.43 kN-m=0 
满足 结 点 力矩 的 平衡 条 件 。 
由 刚 架 的 弯 垂 图 可 求 得 各 柱 底 前 力 如 图 6 38f 隔离 体 上 所 示 ,有 
DF, =2x20 kN-2x 12.07 kN-15.86 kN=0 
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可 见 , 满 足 力 的 平衡 条 件 。 

校 核 结构 踢 离 体 的 平衡 条 件 时 ,一 般 只 能 选择 其 中 的 若干 情况 进行 。 此 时 ,只 要 发 现 某 一 种 
情况 下 隔离 体 平衡 条 件 不 能 满足 , 则 说 明 内 力 计算 存 在 错误 。 或 者 说 ,所 选择 的 校 核 均 满足 隔离 
体 平衡 条 件 , 是 内 力 计算 无 误 的 必要 条 件 。 

对 于 超 静 定 结构 来 说 ,满足 平衡 条 件 的 内 力 有 无 穷 多 组 。 央 为 内 力图 是 在 多 余 约束 力求 得 
之 后 按 平衡 条 件 得 出 的 ,所 以 用 平衡 条 件 进行 校 核 ,只 是 对 求 得 多 余 约 东 力 之 后 运算 正确 性 的 判 
断 有 效 ,而 不 能 判定 多 余 约束 力 的 数值 正确 与 否 。 为 此 ,还 必须 进行 变形 条 件 的 校 核 。 


6-8-2 变形 条 件 的 校 核 


由 于 多 余 约 束 力 是 根据 变形 条 件 求 得 的 , 故 其 计算 是 否 有 误 ,可 以 通过 变形 条 件 的 校 核 来 检 
查 。 前 面 已 介绍 ,在 计算 超 静 定 结构 的 位 移 时 ,虚拟 的 平衡 状态 可 以 建立 在 其 对 应 的 任意 一 个 基 
本 结构 之 上 。 对 于 图 6- 38a 所 示 的 刚 架 来 说 ,可 以 取 图 6 - 39a 所 示 的 虚拟 状态 ,计算 检查 C 点 
的 竖 向 位 移 是 否 为 零 ;也 可 以 分 别 取 图 6 — 39b、c 所 示 的 虚拟 状态 ,计算 检查 横梁 切口 两 侧 的 相 
对 线 位 移 和 相对 角 位 移 是 否 为 零 。 


(a) @ 6 t) 


很 明显 ,图 6 - 38b 与 图 6 一 39 r fE dal — “ë (% B E PA ñ$ I 3 5 SR. 35 EO EREE oe 
件 均 能 满足 。 值 得 指出 的 是 ,对 于 具有 封闭 框 格 的 刚 架 ,最 为 简捷 的 方法 是 利用 封闭 框 格 上 任 一 
截面 的 相对 转角 为 零 这 一 变形 条 件 来 进行 栖 矩 图 的 校 核 。 例 如 , 取 图 6 - 39c 进行 变形 条 件 校 
核 。 由 于 此 时 M 图 只 在 某 一 封闭 框架 上 存在 , 且 单 位 弯 矩 图 坚 标 都 等 于 1, 故 利用 图 乘法 计算 
上 述 相 对 转角 时 ,相当 于 求 同 一 封闭 框 格 上 M 图 的 面积 除 以 杆 件 截面 弯曲 刚度 后 的 代数 和 。 
当 仅 有 荷载 作用 时 ,变形 条 件 可 以 写 为 


=f MM Ma = x | Mas- D4 F0 
式 中 Aw 表示 M 图 的 面积 ,可 以 规定 它 位 于 框 格 内 侧 或 外 侧 时 为 正 。 这 表明 在 任何 封闭 无 铵 框 
格 上 , 变 矩 图 的 面积 除 以 相应 杆 件 的 截面 弯 则 刚度 后 的 代数 和 应 等 于 零 。 
与 平衡 条 件 的 校 核 一 样 ,所 选择 的 校 核 均 满 足 变形 条 件 , 是 超 静 定 结构 内 力 计算 无 误 的 必要 
条 件 。 
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§6-9 RRR 


EA LE AES HS RAPE ORA a ABE MER EE AA 
跨 拱 (图 6 一 40a) 和 多 跨 连 续 拱 ; 跨 越 河流 或 道路 的 拱 形 输液 管道 ;地 下 建筑 和 水 利 工 程 中 的 腾 
洞 衬 砌 拱 围 (图 6- 40b.c); 道 路 工程 中 的 涵洞 ;房屋 建筑 中 的 拱 形 屋 架 (图 6 - 40d) 等 。 


w eo 
£ 


| 


(c) {dy 


图 6-40 


FEBRERO EH o h FC AK PE JE, A TE BEE K AR TE B AE HR HE 
TEH W , PS m AR A H BEH ARBER J BE TRE WR h AREER EA AT 
单 ,工程 中 应 用 较 多 。 两 锐 拱 是 一 次 超 静 定 结构 ,两 镑 平 拱 的 支 座 发 生 竖 向 位 移 时 ,不 会 使 拱 体 
产生 附加 内 力 , 故 在 地 基 可 能 产生 较 大 的 不 均匀 沉降 时 宜 选 用 。 两 物 拱 的 弯 矩 在 两 端 拱 由 处 为 
等, 而 逐渐 向 拱 顶 增 大 ,所 以 其 截面 一 般 设计 成 由 拱 趾 向 拱 顶 逐渐 增 大 的 形式 。 超 静 定 拱 作为 尾 
盖 时 常用 带 拉杆 的 两 饺 拱 (图 6 - 40d) ,此 时 竖 向 荷载 作用 下 支 座 处 的 水 平 推力 将 由 拉杆 承受 ， 
因而 可 以 减 小 或 消除 推力 对 其 支撑 结构 产生 不 利 影响 。 


6-9-1 两 绞 拱 的 力 法 计算 


图 6- 41a 所 示 为 两 铵 拱 受 任意 荷载 作用 ,可 选取 与 其 相应 的 简 支 曲 粱 为 基本 结构 (图 6- 
41b) ,将 支 座 处 的 水 平 推力 作为 力 法 的 基本 未 知 量 。 根 据 原 结构 在 支 座 处 水 平 线 位 移 为 零 的 恋 
形 协 调 条 件 ,可 建立 力 法 方程 为 

nX, + 4p =0 
AUB B EDEN 05 Be Hy EB TE, IE VE RH TE, RR ee HL J 
X,=1 RAF 09 3: BE £ P) 52 3323938 He 58 RAR HR H A A aA O PI 
M,=-y, Fam sing, F, =eos p 
RP ?为 任意 截面 处 的 纵 坐标 , 为 任意 截面 处 拱 轴 切线 与 水 平 轴 的 夹 角 。 
值得 说 明 的 是 : 
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图 6-41 


(1) 因 拱 轴线 是 曲线 , 力 法 方程 中 系数 6 与 自由 项 41; 的 计算 不 能 采用 图 乘法 ,而 必须 采用 
积分 的 方法 。 当 拱 轴线 的 曲率 半径 与 杆 件 截面 高 度 之 比 Rih >5 时 ,一 般 可 以 忽略 拱 轴 曲率 的 
影响 , 按 直 杆 的 位 移 公式 计算 上 述 位 移 。 

(2) 根据 分 析 不 同 尺寸 的 两 铵 拱 所 积累 的 经 验 表 明 ,常用 的 两 铵 拱 拱 项 截面 高 度 hc < /2/10， 
计算 系数 Su 时 可 以 忽略 剪 切 变形 的 影响 ; 若 拱 矢 高 f > 115 则 轴 向 变形 也 可 以 忽略 ;但 对 于 扁平 
BEC F< !15) , 则 必须 同时 考虑 弯曲 变形 和 轴 向 变形 的 影响 。 计 算 自由 项 Ap 时 ,一 般 可 以 忽略 轴 
向 变形 和 剪 切 变形 的 影响 。 因 此 ,有 
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= Maes f Eas = [Pas + | Bias 


(a) 
M, Mejs =- [FT 


ds 


EI EI 
RAHET BB, BY AR 48 BE E E AY k FEH 28 


Mr 
E i Bre (6-10) 
HT OC 


次 由 + | ees 
只 要 给 定 拱 轴线 方程 y(z), BBE RR TBR A Cr) ARTER !(z) 的 变化 规律 ,就 可 以 根据 上 
式 求 得 支 座 处 的 水 平 推力 Fs ,并 进而 求 得 两 匀 拱 轴 任 意 截面 处 的 内 力 如 下 : 
M= Mp+ M,X, = M, - Fuy 
Fa = Fæ + Fai X, = Fa- Fusing (6-11a) 
Fy = Fyp + Fu X, = Fyp + Fycos 9 
‘Oh FR Be ABE FA SE EAER, Ube SR ARIE F 3826 5548 A AT BE 
的 简 支 梁 相 应 截面 的 内 力 M° 和 Fú 米 表 达 , 即 
M,=M°, Fop=Fycos g, F= Fasin ç (6 -11b) 
将 式 (6 一 11b) 代 入 式 (6 ~ lla) RELA BBR, E EJ TR E J F BS 8248 AS PY HF ASR = Bee 
SEMA, ARAMA AED F, 须 由 变形 条 件 来 确定 ,而 三 铵 拱 的 水 平 推力 按 静 力 平衡 条 
件 即 可 求 得 。 
对 于 带 拉杆 的 两 铵 拱 (图 6 — 42a) ,可 以 取 切 断 拉杆 后 的 简 支 曲 梁 作为 基本 结构 ,以 拉杆 内 
AX! 《Fn ) 作 为 力 法 方程 的 基本 未 知 量 (图 6- 42b)。 根 据 拉 杆 断 口 两 侧 相 对 线 位 移 等 于 零 的 


图 6-42 


变形 协调 条 件 ,可 建立 力 法 方程 Xi + Ay = 0, KERSANA MMR, BAA 
在 荷载 作用 下 拉杆 的 轴 力 为 零 ,因此 方程 中 自由 项 4z 的 计算 式 与 无 拉杆 时 相同 ,而 系数 az 计 
算 时 应 当 考 虑 拉杆 轴 向 变形 的 影响 , 故 有 
xM; 
JT ES Aw 


ee p= 7 (6-12) 
ET a + Su + AT 
式 中 已 4， 为 拉杆 的 截面 轴 向 刚度 ;! 为 拉杆 的 长 度 。 由 上 式 可 以 看 出 : 
(1) 拉杆 的 轴 力 一 般 比 相应 的 无 拉杆 两 铵 拱 的 支 座 水 平 推力 小 。 
(2) 拉杆 的 截面 轴 向 刚度 E, A, 一 ce 时 ,有 Fi = Pa, 其 受 力 状态 将 同 无 拉杆 的 两 匀 拱 。 
(3) EA 一 0 时 ,拉杆 拱 变 成 简 支 曲 梁 而 丧失 拱 的 特征 。 因 此 ,设计 拉杆 拱 时 应 适当 加 大 
拉杆 的 轴 向 刚度 ,以 减 小 拱 体内 的 次 矩 。 
6-9-2 无 匀 拱 的 力 法 计算 
1. 弹性 中 心 法 
图 6- 430 所 示 为 一 对 称 无 匀 拱 ,分 析 时 可 利用 结构 的 对 称 性 ,在 拱 顶 C 处 截 开 , 取 对 称 的 
两 悬臂 曲 梁 为 基本 结构 (图 6- 43b) ,以 拱 项 截面 C 处 的 轴 力 X, WX, MBE X, 作为 基本 
未 知 量 ,可 以 建立 其 力 法 方程 。 由 于 X, X, 是 对 称 未 知 力 ,X, 是 反对 称 未 知 力 , 因 此 力 法 方程 
的 副 系 数 dn = 8 =0,6w = 8s =0。 于 是 , 力 法 方程 可 分 为 独立 的 两 组 
8X1 + 83X54 Ap =O 
85, X, +a Xs + Aye =0 (b) 
nX: + Ay =0 
车 能 使 式 (b) 中 一 系数 fs = ó, =0, 则 力 法 方程 将 简化 为 三 个 相互 独立 的 方程 式 ,内 为 计算 
会 更 加 简便 。 为 此 ,可 设想 将 作用 在 拱 项 截面 上 单位 未 知 力 的 作用 点 上 下 平行 移动 。 itf}, X, 
=1 和 和 X, = 1 FRM 36 86 RS RE KH M, 图 为 拱 内 缘 受 拉 的 等 值 弯 矩 图 ; 
X,=1 所 引起 的 M, 图 原 为 全 拱 内 缘 受 拉 且 C 截面 处 弯 矩 为 零 ,上 移 或 下 移 后 的 M, 图 分 别 如 
图 6~43c.d 所 示 。 可 见 , 欲 使 3 =0, 则 X,=1 应 下 移 。 
BT LASS. DRAGER C #b HESS pH FS, OGG FI BS eb PB KE 39 
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X; 
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图 6-43 


了 且 刚度 为 无 穷 大 的 刚 臂 , 并 将 刚 臂 下 端 O 处 刚 结 , 如 图 6 — 44a 所 示 。 由 于 刚 辟 本 身 不 变形 ， 
在 任意 荷载 作用 下 ,切口 C 左右 截面 之 间 不 会 发 生 任何 相对 位 移 ( 包 括 相对 线 位 移 和 相对 转 
角 )。 这 样 , 带 刚 璧 的 无 匀 拱 与 原 无 匀 拱 完全 等 效 ,可 以 互相 车 代 。 
HERE RIRE II E GEBETE RIRE FA O 处 切 开 , 以 对 称 的 两 个 带 刚 辟 的 悬臂 曲 梁 为 基本 结构 (图 
6- 44b), 取 切口 处 的 水 平 力 Xi MERA X, AAS X, 为 基本 未 知 量 ,由 O 点 处 相对 位 移 为 堆 
的 变形 协调 条 件 可 以 建立 力 法 方程 同 式 (b)。 
4 


a g 
R, ° mun. 
x P 
x, 2 
— 2 — in +} 12 —+}-— 2 —-| 


图 6-44 


E X, =1.X,=1 fl X, =1 DEAE 9 s (395 EAA 
M.=y-3, Fuw=cosg, Fa=sin g 
M,=2, P= -sin p, revere | (e) 
M,=1, Fs=0, Fo=0 
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令 
n= MPa- [Oa gi- fado 
SU BJ ARIER AY Ke BE 3 
fs 
s JET ls 
a 1; (6-13) 
Sa 


当 已 知 拱 轴 方 程 和 拱 横 截 面 惯 性 矩 变化 规律 时 , 刚 臂 长 度 即 刚 臂 端 点 O 的 位 置 就 可 由 上 式 
确定 ,此 时 作用 在 O 点 切中 左右 的 三 对 未 知 力 之 间 的 一 系数 将 人 为 零 。 点 O 即 称 为 无 铵 拱 的 
弹性 中 心 , 它 的 位 置 取决 于 结构 本 身 的 几何 参数 和 物理 特性 。 设 想 沿 拱 轴 曲 线 作出 宽度 为 1/EI 
的 带 状 图 形 如 图 6 -45 所 示 , 当 就 代表 此 图 中 的 微 面积 ,而 式 (6 — 13) 就 是 该 图 形 心 坐标 的 计算 
公式 。 由 于 该 平面 图 形 的 面积 与 结构 的 弹性 性 质 ET 有 关 , 故 称 它 为 弹性 面积 , 刚 臂 的 端点 即 该 
平面 图 形 的 形 心 则 称 为 弹性 中 心 。 

因此 ,对称 无 铵 拱 的 求解 可 先 由 式 (6 - 13) 确 定 弹性 中 心 的 位 置 ; 然 后 取 对 称 的 两 个 带 刚 辟 
的 悬臂 曲 梁 为 基本 结构 , 刚 臂 上 喘 即 为 弹性 中 心 , 以 刚 璧 端点 的 水 平 力 , 紧 向 力 和 咨 矩 作为 基本 
未 知 量 ; 最 后 按 力 法 方程 求解 基本 未 知 量 。 这 种 方法 称 为 弹性 中 心 法 。 此 时 , 力 法 方程 简化 为 

QX tA, =0 
nX: + Ap=0 (6-14) 
nX, + Ay =0 
式 中 主 系 数 和 自由 项 的 计算 一 般 仍 可 采用 直 杆 位 移 计算 公 
式 , 即 


= = = (d) 
= [ M.M, Py Fre RF QF op 
Ap = ET ds + EA ds + GA ds 


FEIE AAE AS EJ R a J 09 8 EB 68, F 453962 J Ba a 
据 结构 实际 情况 参考 表 6 — 4 确定 。 
囊 6-4 计算 系数 和 自由 项 时 送 考 谍 的 影响 


f he ôn on Air Ay 935 Asp 
4- 
Ac us 一 M.Fk M 
he > UO M 、FN Fa M M a 
>15 (Fu = Fo =0) 
he <H/10 M 
R 
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求解 力 法 方程 得 弹性 中 心 处 的 三 个 未 知 约束 力 之 后 , 即 可 以 由 隔离 体 的 平衡 条 件 求 得 任意 


截面 的 内 力 。 
2. 温度 变化 和 支 座位 移 作 用 下 无 铵 拱 的 计算 
无 铵 拱 在 温度 变化 和 支 座位 移 作 用 下 将 会 产生 明显 的 内 力 ,一般 不 容 忽视 。 如 图 6 一 46a 所 
示 对 称 无 铵 拱 , 设 拱 的 外 缘 温 度 升 高 , ARRERA :, 。 力 法 计算 时 仍 采用 弹性 中 心 法 ,基本 
结构 如 图 6- 46b。 由 于 温度 变化 情况 对 称 于 y 轴 , 因 此 有 X, = 0, 力 法 方程 简化 为 
6X, t A,,=0 
Ôn X; + A;, a 


(6-15) 


式 中 主 系数 的 计算 同 前 ,自由 项 为 
A, = Í M, ds+ | Prateds (e) 


Ga pene, ©) 4, £ 

r + ) TP 

+n 0 f th saa 

Š . Y < h g 

; 
F— 122 —+-— in — . P 


图 6-46 


于 是 ,可 求 得 弹性 中 心 处 的 未 知 约束 力 为 


[aa | 27 Das ~ art 
X =- 
(y = y) cos p 
Í Ed +Í EA ds 
4 (6-16) 
adt| S 
x, li 
ds 
EI 


求 得 未 知 约束 力 后 , 即 可 按 倒 加 原理 求 得 拱 上 任意 截面 处 的 内 力 ， 
M=(y~ 5) X, t x, 
Fy = X,cos 9 
Fa = = Xisin g 
# 4,= z=, 即 拱 的 内 ,外 缘 温 度 变化 相同 , 则 Ar = 0, 有 X, =0。 这 表明 当 全 拱 温 度 均匀 
改变 时 ,在 弹性 中 心 处 只 产生 水 平 未 知 力 X ,升温 时 为 压力 ,降温 时 为 拉力 。 若 拱 轴 为 二 次 拖 物 


L Ac Sat, al K 
RE T= A= AS e x, = area ple Fe p= page (公共 中 可 以 看 出 


RRP RA BEE AMP eA, 
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混凝土 的 收缩 对 超 静 定 结 构 的 影响 与 温度 均匀 下 降 的 情况 相似 , 故 可 用 温度 均匀 变化 的 计 
算 方式 来 处 理 。 混 凝 土 的 温度 线 膨胀 系数 为 a = 1 x 10“ K ' ,而 一 般 混凝土 的 收缩 率 约 为 
0.025% ,相当 于 温度 均匀 下 降 25 人 CC 。 若 拱 体 的 混凝土 不 是 一 次 浇 成 而 是 分 段 分 期 浇筑 的 , 则 其 


收缩 的 影响 通常 相当 于 温度 下 降 10~15 Co 
支 座 位 移 也 将 使 无 匀 拱 产生 内 力 。 如 图 6 - 47a 所 示 的 对 称 无 铵 拱 , 设 支 座 A 发 生 水 平 位 


Ba TERE 5 和 转角 位 移 0。 现 仍 用 弹性 中 心 法 (图 6 47b) 计 算 , 其 力 法 方程 为 


SuXitA.=0 
ôn Xa "asol (6-17) 
95 X, + A, = 0 
其 中 主 系数 仍 按 式 (d) 计 算 ; 自 由 项 按 A. = - >F, c 计算 ,有 
A.=a+(f-5)0, An=b-2, a,=o D 
f p? 
(b) A 2: 02. 
ay x, 
x< Ë 
图 6-47 
将 式 (f) 代 人 力 法 方程 ,可 以 求 得 未 知 约束 力 : 
AE argy) 
n y cos" 
; [as * Í “aras 
x, =- Àx. _ _ b- 10/2 
s = (6-18) 
[is 
A, __ 2 
Aym a ds 


RW ACA ERR MB OR, HER 6- 18 可 以 看 出 :截面 刚度 ELEA 愈 大 , 则 由 支 座 移动 
产生 的 内 力 就 合 大 。 与 两 铵 拱 不 同 ,即使 具有 竖 向 位 移 作 用 ,也 会 在 无 铵 拱 内 产生 内 力 , 因 此 在 
地 基 不 良 的 情况 下 应 避免 使 用 。 


习 题 
6-1 试 确定 图 示 结构 的 超 静 定 次 数 。 


6-2 结构 的 超 静 定 次 数 与 力 法 基本 结构 的 选 到 是 否 有 关 ? 力 法 方程 有 何 物理 意义 ? 
6-3 试用 力 法 计算 图 未 超 静 定 梁 ,并 绘 出 M .Fa Mo 
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pas 
FH 


(g) Pi f fh IS 29 < tz AR 


6-18 
F 
Oh 2EI El op 44 B E 
t EI= 常 数 
FY hr 一 
题 6- 3 图 


6-4 试用 力 法 计算 图 示 结 构 ,并 绘 其 内 力图 。 


20 kN/m 
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6-5 试用 力 法 计算 图 示 结构 ,并 给 出 M 图 > 


20 kN/m 


c EdAzoo D 


10kN-m 10KN-m. 


13 
10 kN/m 


上 
题 6-5 图 


6-6 试用 力 法 求解 图 示 超 静 定 布 架 , 并 计算 1.2 杆 的 内 力 。 设 各 杆 的 EA 均 相 同 。 


(a) 
让 F 
| sa 
1 i 
30kN 
be 一 小 一 -| | 一 2m 一 -一 2 一 | 
6-68 


6-7 试用 力 法 计算 图 示 组 合 结构 , 求 出 链 杆 轴 力 并 综 出 M 图 。 


EA~ BIG 


Ef= 常 数 


6-78 
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6-8 试 利 用 对 称 性 计算 图 示 结 构 HE MA 


(a) 


he3 m- 


(c) 


(BEH tr NE 2Er, K t & FE AED 
(hy 
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6-9 用 力 法 求解 超 静 定 结构 时 应 如 何 恰当 地 选取 基本 结构 ? 
6-10 试 给 出 图 示 结构 因 支 座 移动 产生 的 弯 矩 图 。 设 各 杆 El 相同 。 


®) a B Ç p at 
EI= 常 数 
> > 
bet te foe Soe | 
c D 


(b) 


El= 常 数 
sep ewe k 
题 6-10 图 


6- 11 试 绘 出 图 示 结构 因 温 度 变化 产生 的 M 图 。 已 知 各 杆 截 面 为 矩形 , EI = 常数 ,截面 高 度 = 1j10, 材 
料 线 膨 胀 系数 为 a。 


a PI SSE SED. 
题 6-11 图 


6-12 图 示 平 面 链 杆 系 各 杆 1 及 EA 均 相 同 , 杆 AB 的 制作 长 度 短 了 4A , 现 将 其 拉 伸 ( 在 弹性 范围 内 ) 拼 装 
就 位 。 试 求 该 杆 轴 力 和 长 度 。 


题 6-12 图 题 6-13 图 


6-13 刚 架 各 杆 正 交 于 结 点 ,荷载 垂直 于 结构 平面 ,各 杆 为 相同 国 形 截面 ,G = 0.4E。 试 作 楚 矩 图 和 扭矩 
图 。 
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6-14 试 求 题 6 - lla AAA BPR HAR f Ae o 
6-15 试 判 断 下 列 超 静 定 结构 的 弯 矩 图 形 是 否 正确 ,并 说 明理 由 。 


四 3 


题 6~15 图 


6-16 试 求 图 示 等 截面 半圆 形 两 铵 拱 的 支 库 水 平 推力 ,并 夯 出 M 图 。 设 EI = 常数 ,并 只 考虑 弯曲 变形 对 
位 移 的 影响 。 
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§7-1 位 移 法 的 基本 概念 


力 法 是 分 析 超 静 定 结构 的 历史 最 悠久 的 基本 方法 , 它 是 直接 建立 在 静 定 结构 受 力 分 析 的 基 
础 之 上 的 。 力 法 不 仅 为 超 静 定 结构 的 受 力 分 析 提 供 了 一 种 普遍 适用 的 方法 ,而 且 又 为 发 展 超 静 
定 结构 的 其 他 分 析 方 法 竟 定 了 基础 。 随 着 工程 实践 的 发 展 , 力 法 暴露 出 在 求解 刚 架 等 高 次 超 静 
定 结构 时 计算 工作 量 大 的 缺点 ,这 样 就 促使 了 结构 分 析 的 另 一 种 基本 方法 一 一 位 移 法 的 形成 。 

位 移 法 是 以 结构 的 结 点 位 移 作为 基本 未 知 量 来 求解 结构 的 受 力 状态 。 现 以 图 7 la 的 刚 架 
和 图 7 — 2a 的 对 称 检 架 为 例 来 说 明 位 移 法 的 基本 思路 。 以 上 都 是 三 次 超 静 定 结构 ,在 荷载 作用 
下 的 变形 分 别 如 图 中 如 线 所 示 。 

对 于 图 7- La 所 示 的 刚 架 ,车 忽略 杆 件 的 轴 向 变形 , 则 B 结 点 不 存在 线 位 移 而 仅 有 角 位 移 
发 生 。 因 B 处 是 刚 结 点 , 当 它 发 生 转 角 9 时 由 于 变形 协调 ,与 之 相连 的 各 杆 端 截面 的 转角 均等 
于 9。 实际 上 ,一 旦 转角 9 被 求 得 , 则 所 有 杆 件 的 内 力 便 可 迎刃而解 ,例如 AB 村 和 BD 杆 分 别 相 
当 于 两 端 固定 和 一 端 固定 另 一 端 为 滑动 支 座 的 梁 受 支 座 转角 9 作用 ,其 内 力 可 以 用 力 法 求 得 ; 
同 理 ,BC 村 相当 于 一 端 固定 另 一 端 贸 支 的 梁 受 均 布 荷载 以 及 B 端 支 座 转角 68 作用 ,其 内 力也 可 
以 用 力 法 求 得 。 在 位 移 法 中 ,将 上 述 三 种 不 同 支 座 条 件 的 等 截面 超 静 定 杆 称 为 三 类 基本 的 超 静 
定 杆 件 ,利用 力 法 可 以 分 别 导出 它们 在 杆 端 位 移 以 及 外 荷载 作用 下 杆 端 力 的 一 般 表 达 式 ,并 且 可 
以 将 各 种 因素 单独 作用 所 引起 的 杆 端 力 制 成 表格 以 方便 使 用 。 所 以 ,关键 的 问题 是 如 何 求 得 p 
结 点 的 转角 9。 


按照 图 7 一 1b 的 隔离 体 ,作用 于 B 结 点 上 的 杆 端 弯 矩 必须 满足 力矩 平衡 条 件 , 即 有 
Mac = Mea + Man 
LAPS RS GRE 9 的 函数 ,求解 上 述 平衡 方程 便 可 以 确定 8。 由 此 可 见 , 用 位 移 法 分 析 
图 7 一 1a 所 示 刚 架 时 只 有 B 结 点 的 转角 9 一 个 基本 未 知 量 。 
对 于 图 7- 2a 所 示 的 术 架 ,由 于 对 称 ,A 结 点 只 会 发 生 竖 向 位 移 ,可 记 为 A。 显然 , 若 杭 架 的 
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基本 参数 已 知 ,只 要 确定 了 A.F fFËFB R a b skal MCAS. H THIS b T ER, KT 
件 内 力 均 为 A 的 函数 ,因此 可 以 按照 图 7- 2b 中 匀 A 隔离 体 的 竖 向 力 平衡 条 件 来 确定 结 点 位 
移 4。 由 此 可 见 , 用 位 移 法 分 析 图 7 - 2a 所 示 的 术 架 时 也 只 有 一 个 基本 未 知 量 。 


以 上 的 位 移 法 分 析 思 路 同样 可 适用 于 结构 有 多 个 结 点 位 移 ,包括 结 点 角 位 移 和 线 位 移 同时 
存在 的 情况 。 和 需要 说 明 的 是 ,在 位 移 法 中 并 非 需要 将 所 有 结 点 位 移 均 作为 基本 未 知 量 ,例如 图 7 
-la 所 示 刚 架 中 C 点 的 转角 和 D 点 的 水 平 位 移 就 不 必要 作为 基本 未 知 量 , 因 为 只 要 求 得 了 B 
结 点 的 转角 0, 即 可 按照 有 关公 式 或 表格 求 得 它们 的 杆 端 力 。 于 是 ,我 们 将 计算 杆 端 力 所 必 和 需 的 
9 称 为 关键 位 移 , 并 作为 位 移 法 基本 未 知 量 。 结 构 的 内 力 和 变形 是 在 荷载 和 关键 位 移 共 同 作用 
下 产生 的 ,并 且 , 真 实 的 内 力 必定 满足 平衡 方程 。 对 应 于 每 -个 关键 位 移 都 可 以 建立 一 个 相应 的 
结 点 或 截面 平衡 方程 ,这 些 方程 就 称 为 位 移 法 方程 。 求 解 方程 可 以 得 到 各 关键 位 移 , 据 此 即 可 求 
得 结构 所 有 杆 件 的 内 力 。 


§7-2 位 移 法 基本 未 知 量 和 基本 结构 


在 用 位 移 法 作 结构 分 析 时 ,首先 需要 确定 基本 未 知 量 。 前 已 述 及 ,位 移 法 是 以 结构 的 关键 位 
移 作为 基本 未 知 量 的 。 所 谓 关 刍 位 移 ,是 指 对 于 确定 所 有 杆 件 的 内 力 来 说 既是 充分 的 ,又 是 必要 
的 。 而 且 ,关键 位 移 是 指 独立 的 位 移 。 如 果 用 附加 刚 辟 约束 住 结 点 的 关键 角 位 移 , 用 附加 链 杆 约 
束 住 结 点 的 关键 线 位 移 , 原 结构 就 成 为 三 类 基本 的 超 静 定 杆 件 以 及 可 能 存在 的 静 定 部 分 所 组 成 
的 体系 , 称 为 位 移 法 基本 结构 。 从 这 个 角度 上 讲 ,位 移 法 基本 未 知 量 的 数目 ,就 等 于 约束 住 全 部 
关键 位 移 所 需 的 附加 刚 里 和 链 杆 的 总 数 。 

例如 ,对 于 图 7- 3a 所 示 的 刚 架 ,可 以 用 四 个 附加 刚 蔷 姑 约 束 其 全 部 刚 结 点 的 角 位 移 ; 在 不 
考虑 刚 架 杆 件 的 轴 向 变形 时 ,只 需 用 两 个 附加 链 盾 便 可 约束 其 全 部 结 点 的 线 位 移 , 得 到 如 图 7 — 
3b 所 示 的 基本 结构 。 所 以 ,该 刚 架 用 位 移 法 求解 时 有 六 个 基本 未 知 量 。 无 论 该 刚 架 承受 的 荷载 
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形式 如 何 ,只 要 求 得 了 这 六 个 关键 位 移 , 则 所 有 杆 件 的 内 力 均 可 以 按 在 荷载 和 支 座位 移 共 同 作用 
下 的 超 静 定 杆 , 由 公式 或 查 表 算 得 。 该 刚 架 的 DAG 结 点 具有 相等 的 水 平 位 移 , 又 因 C 结 点 的 
KPA EAT H B .D 结 点 的 水 平 位 移 惟 一 确定 ,所 以 在 五 个 结 点 线 位 移 中 只 有 两 个 独立 
的 线 位 移 。 

在 分 析 图 7 - 4a 所 示 结 梅 的 位 移 法 基本 未 知 量 时 ,应 注意 横梁 EH 的 弯曲 刚度 ET = =° ,此 
时 横梁 只 能 作 水 平 的 刚体 移动 ,所 以 结 点 E MH 均 不 可 能 发 生 角 位 移 。 此 外 还 应 注意 ,由 于 高 
跨 柱子 的 下 柱 与 上 柱 的 截面 弯曲 刚度 不 同 ,为 了 将 其 纳入 三 类 基本 的 超 静 定 杆 件 ,必须 将 截面 突 
变 处 的 角 位 移 和 线 位 移 作 为 基本 未 知 量 。 所 以 ,用 位 移 法 求解 该 结构 时 有 五 个 基本 未知 量 , 其 基 
本 结构 如 图 7- 4b 所 示 。 


由 以 上 的 分 析 可 知 , 对 于 一 般 的 超 静 定 粱 和 刚 架 , 角 位 移 未 知 量 的 数目 就 等 于 结构 刚性 结 点 
的 数 自 ,而 线 位 移 未 知 量 的 数目 等 于 结 点 可 能 发 生 的 独立 线 位 移 的 数目 。 在 分 析 时 应 特别 注意 
结构 中 存在 无 限 刚性 体 对 位 移 法 基本 未 知 量 数目 的 影响 , 它 除了 可 能 限制 某 些 位 移 的 发 生 外 ,还 
可 能 使 某 项 角 位 移 或 线 位 移 变 为 非 独立 的 位 移 。 例 如 ,图 7- 5 所 示 的 刚 架 BC 杆 的 截面 弯曲 刚 
度 为 无 穷 大 ,虽然 刚 结 点 B AC 均 可 以 发 生 角 位 移 和 线 位 移 ,但 独立 的 结 点 位 移 却 只 有 一 个 ,所 
以 位 移 法 基本 未 知 量 也 就 只 有 一 个 。 在 作 刚 架 分 析 时 为 简化 计算 通常 忽略 杆 件 的 轴 向 变形 ,此 
时 杆 件 在 轴 向 就 成 为 无 限 刚性 的 。 


图 7-5 W 7-6 


EAE 251835 AS HS BS RT, — REPT DL FE B A Bh 2⁄4 r 55 H G eE 
位 移 ,最 终 使 之 转化 为 由 三 类 基本 的 超 静 定 杆 件 , 以 及 可 能 存在 的 静 定 部 分 所 纽 成 的 体系 。 静 定 
部 分 上 是 不 存在 关键 位 移 的 ,因为 它 的 反 力 和 内 力 均 可 以 根据 静 力 平衡 条 件 求 得 。 

对 于 平面 柱 架 来 说 , 因 需 考虑 杆 件 的 轴 向 变形 ,所 以 除 支 座 结 点 外 每 一 个 结 点 均 有 水 平和 坚 
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式 中 Fa 和 Fean 为 固 端 剪 力 , 即 仅 由 荷载 引起 的 杆 端 剪 力 。 

由 式 (7- 1 和 (7-2) 可 见 , 杆 端 力 是 由 各 杆 端 位 移 以 及 荷载 单独 作用 所 产生 效应 的 线性 玛 
加 。 为 了 便于 应 用 , 表 7- 1 中 列 出 了 三 类 基本 的 超 静 定 杆 件 在 各 单位 杆 端 位 移 以 及 常见 荷载 单 
独 作 用 下 的 杆 端 力 ,以 备查 用 。 


7-3-2 一 卉 固定 另 一 端 镜 支 的 等 截面 直 杆 


图 7- 11 所 示 为 一 端 固定 另 一 端 匀 支 的 等 截面 直 杆 。 设 杆 件 A 端 发 生 硕 时 针 转 角 0。 ,A 、 
B 两 端 发 生 横 向 相对 线 位 移 4, 则 由 力 法 可 导 得 杆 端 变 矩 的 一 般 公 式 为 


Ma =3i0,~31 Š + My (7-3) 
FEL IOLA Bd Yd A 
Faw =~ A+ BiA s ps, 
310, 3 
Fam = =p t+ 3 + Fim (7-4) 
式 中 各 符号 的 意义 同 前 。 
27-1 等 截面 起 租 定 杆 的 杆 端 交 拭 和 药力 
y = 
5 # 0 m m = 2 
Max Mm Fam Fam 
8=1 十 
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7-3-3 一 端 固定 另 一 端 滑动 支 座 的 等 截面 直 杆 


图 7- 12 所 示 为 ~ 端 固定 另 一 端 滑 动 支 座 的 等 截面 直 杆 。 若 结构 变形 时 丁 件 A 端 发 生 转 
f 0, , 则 杆 端 弯 矩 的 一 般 公式 为 
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Mag = iba + Mia } (75) 
May = — ib, + Min 
相应 的 杆 端 剪 力 为 
(7~6) 

最 后 来 讨论 一 下 与 以 上 转角 位 移 方程 相关 的 基本 概念 。 

首先 应 明确 的 是 , 杆 件 的 受 力 状态 是 由 其 两 端的 角 位 移 , 线 位 移 以 及 作用 于 杆 件 上 的 荷载 惟 
一 确定 的 。 例 如 ,对 于 图 7- 10 的 简 支 杆 ,车 迫使 其 A、B 两 端的 角 位 移 以 及 相对 线 位 移 与 图 7 
-9 所 示 的 两 端 固定 杆 相同 , 则 荷载 相同 时 该 简 支 杆 的 杆 端 计 矩 和 剪 力 及 其 变形 状态 将 与 上 述 
两 端 固 定 杆 完全 相同 。 启 样 ,车 迫使 图 7- 11 的 一 端 固定 另 一 端 饼 支 杆 或 图 7 - 12 一 端 固定 另 
一 端 滑动 支 座 杆 的 两 端 发 生 与 图 7 - 9 两 端 固定 杆 相同 的 位 移 , 则 荷载 相同 时 其 受 力 状态 也 就 完 
全 相同 。 实 际 上 ,只 要 杆 端 位 移 均 为 指定 值 , 则 不 管 它 原先 的 支承 条 件 如 何 , 实 际 上 就 相当 于 两 
端 固定 杆 。 若 将 全 部 杆 端 位 移 均 作为 未 知 量 , 则 所 有 杆 件 (包括 静 定 杆 ) 都 可 以 归 入 两 端 固 定 杆 
这 一 种 基本 杆 件 ( 见 下 册 第 8 章 和 矩阵 位 移 法 )。 当 然 ,此 时 位 移 法 基本 未 知 量 的 数目 一 般 就 会 增 
加 。 

些 外 ,在 实际 结构 中 , 刚 架 杆 件 一 般 都 受到 轴 向 方 的 作用 , 它 会 使 杆 件 产生 附加 弯 矩 和 前 力 。 
轴 向 力 对 杆 端 力 的 影响 取决 于 杆 件 位 移 和 轴 力 的 大 小 。 对 于 一 般 的 刚 架 结构 来 说 ,结构 位 移 在 
小 变形 范围 内 , 杆 件 的 轴 力 一 般 远 小 于 其 失 稳 的 临界 荷载 ,此 时 通常 可 以 忽略 轴 向 力 对 弯 矩 和 前 
力 的 影响 。 但 对 于 例如 超 高 层 建 筑 等 结构 位 移 和 轴 力 均 较 大 的 情况 ,这 种 影响 常常 是 不 可 忽视 
的 。 
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如 前 所 述 ,位移 法 是 以 关键 位 移 作为 基本 未 知 量 ; 根 据 相应 的 结 点 力矩 或 截面 平衡 条 件 列 出 
位 移 法 方程 并 解 出 关键 位 移 ;最 后 按照 三 类 基本 超 静 定 杆 的 转角 位 移 方程 有 关 表 格 和 静 力 平衡 
条 件 求 得 各 杆 端 力 。 以 下 举例 来 说 明 位 移 法 原理 与 位 移 法 方程 的 建立 。 

图 7- 13a 所 示 为 一 具有 三 个 位 移 法 未 知 量 的 超 静 定 刚 架 ,荷载 作用 下 的 变形 如 虚线 所 示 。 
车 用 两 个 附加 刚 臂 和 一 个 附加 链 杆 约束 关键 位 移 , 则 得 如 图 7- 13b 所 示 的 基本 结构 。 图 中 Z, 、 
Z, 和 Z, 及 相应 的 箭头 代表 原 结构 的 关键 位 移 及 其 方向 ,其 中 结 点 角 位 移 的 方向 按 正 向 设 定 , 线 
位 移 的 方向 可 以 任意 设 定 。 如 果 Z .Zs fl Z, 的 大 小 和 方向 与 原 结构 相应 位 移 完全 符合 , 则 基 
本 结构 的 全 部 内 、 反 力 和 变形 也 将 与 原 结构 完全 一 致 。 

结构 实际 的 变形 状态 应 该 使 其 每 一 个 组 成 部 分 均 达 到 平衡 。 根 据 线 弹 性 问题 解 的 惟一 性 定 
理 , 符 合 平衡 和 变形 协调 条 件 的 结构 变形 状态 应 是 惟一 的 。 在 位 移 法 中 ,变形 协调 条 件 实际 上 在 
未 知 量 设 定时 已 经 得 到 满足 。 例 如 ,图 7 - 13 中 对 于 每 一 个 刚性 结 点 具 设 定 了 一 个 角 位 移 未 知 
量 ,这 意味 着 与 刚性 结 点 联结 的 两 杆 端 具有 相同 的 , 亦 即 变形 协调 的 转角 ;对 于 不 考虑 轴 向 变形 
的 横梁 也 只 设 定 了 一 个 侧 移 未 知 量 ,这 意味 着 与 该 横梁 联结 的 两 杆 端 具有 相同 的 , 亦 即 变形 协调 
的 侧 移 。 这 样 ,余下 的 条 件 就 是 关键 位 移 应 使 杆 件 内 力 满足 平衡 条 件 ,这 也 就 是 确定 关键 位 移 的 
基本 条 件 。 
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建立 平衡 方程 可 以 通过 以 下 两 种 不 同 的 途径 。 一 种 是 将 杆 端 力 视 作 各 影响 因素 单独 作用 效 
果 的 登 加 ,由 此 借助 平衡 条 件 建立 位 移 法 方程 ; 另 一 种 是 直接 利用 转角 位 移 方程 , 按 结 点 和 截面 
平衡 条 件 建立 位 移 法 方程 。 


7-4-1 典型 方程 法 


前 已 述 及 ,结构 的 受 力 状态 是 由 荷载 和 各 关键 位 移 共 同 作 用 下 形成 的 。 根 据 线 弹性 体系 的 
登 加 原理 ,可 以 将 最 终 受 力 状 态 看 作 是 上 述 各 因素 单独 作用 下 效应 的 聋 加 。 

图 7- 13c.d,e,{ 就 是 荷载 以 及 关键 位 移 Z, Z: Z, 单独 作用 时 的 倩 况 ,后 者 是 在 各 关键 位 
移 取 为 单位 位 移 1 的 基础 上 再 乘 以 相应 的 位 移 数值 得 到 的 。 为 了 使 以 上 某 一 因素 发 生 时 ,其 他 
因素 均 不 发 生 , 即 保持 为 零 , 附 加 刚 臂 和 链 杆 中 一 般 均 有 约束 反 力 产生 。 图 中 以 Rup Rap Rap 
表示 蓓 载 作用 时 的 各 附加 约束 反 力 ;ri, ra 、rs 表 示 Z, =1 单独 作用 时 的 各 附加 约束 反 力 ,以 此 
类 推 。 在 单独 因素 作用 下 的 附加 约束 反 力 ,可 以 根据 图 7- 13 的 荷载 杰 矩 图 M SË W 5 E 
EM, M: M 求 得 。 因 实际 结构 不 存在 附加 约束 ,所 以 当 荷载 和 全 部 关键 位 移 同时 作用 于 基 
本 结构 时 ,各 附加 约束 反 力 应 都 为 零 , 据 此 可 以 写 出 位 移 法 方程 : 


©) Rip a 


f Re ot 
IZ 9 z. 


Fr 
-= — 


图 7-13 


raZ, + rxZ; traZyt R,,=0 


rad trn: + roZ; +R -o| 
ru Z, + raZ,+raZ,+Rp=0 


D RE RART LAM RA ABORT HA Re 表示 。 同 理 ,以 下 r, 也 类 间 处 理 。 
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RP x, 称 为 未 知 位 移 的 系数 项 , 它 表示 Z, =1 单独 作用 时 在 第 i 个 附加 约束 上 产生 的 反 力 ;Re 
称 为 自由 项 , 它 表示 荷载 单独 作用 时 ,在 第 i 个 附 吉 约束 上 产生 的 反 力 , 故 又 称 为 荷载 项 。r, 和 
民 ,s 均 取 与 所 设 关 键 位 移 Z, 的 方向 一 致 为 正 ,反之 , 则 为 负 。 

以 上 系数 和 自由 项 均 为 常数 项 ,可 以 按照 图 7- 13c、d、e,f FEIR AOR EM AM fi es E 
图 ,根据 结 点 或 截面 的 平衡 条 件 求 得 。 图 7 一 14a\b 所 示 为 Z, = 1 时 结 点 C.D 的 隔离 体 , 各 杆 
AGA RT M, 图 。 由 结 点 的 力矩 平衡 条 件 ,结合 反 力 互 等 定理 可 知 


Zi=1 
@ (b) © AA 
ri Z,=1 tai 
各 ore 记 D yn 
ch} s 4i H —_ d 
— ~ 一 — = 。 Foor0 
4i Mps=0 
图 7-4 


rn=4i+8i=12i, ry = ry =4i 


Z, = 工时 附加 链 杆 中 的 反 力 可 以 根据 图 7- 14c 横梁 隔离 体 的 平衡 条 件 确 定 。 由 M, 图 所 示 AC 
杆 两 端的 杆 端 容 失 可 求 得 , Foca = ~ Si, The > F, = 0, 结 合 反 力 互 等 定理 可 知 


Ta =F Fa 
同 理 , 可 求 得 方程 的 其 他 系数 和 自由 项 如 下 : 


ma=8i+4i=121，m=ra= -学 ， rt 


代入 位 移 法 方程 得 
12iZ, +4:Z, -6iz, -$ 29 


I 
4iZ + 12iZ, - Siz, +# <9 


~ Sz, - Sz, + Bi z,-F,=0 
由 此 可 以 解 得 位 移 法 基本 未 知 喇 Z\ .Z, 和 Zo 
求解 有 个 位 移 法 基本 未 知 量 的 超 静 定 结构 时 应 设置 " 个 附加 约束 ,而 每 一 个 附加 约束 分 
别 对 应 一 结 点 或 截面 平衡 条 件 , 相 应 地 也 就 有 n 个 平衡 条 件 , 据 此 可 以 建立 n 个 位 移 法 方程 ,从 
而 可 以 解 出 全 部 关键 位 移 。 此 时 ,位 移 法 方程 可 写 为 
ruZ(troZ;+- + rZ, + Ri =Ü 
raZit tly ++ ra Z, + Rap =0 
(7-7) 


raZy + raZa ++ r,Z,+ Rye =0 
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式 (7 -7) 即 为 位 移 法 方程 的 一 般 形式 ,不论 结构 是 什么 形式 ,位 移 法 方程 的 形式 是 不 变 的 , 故 式 
(7-7) 常 称 为 位 移 法 典型 方程 。 由 以 上 的 分 析 可 知 ,位移 法 方程 的 实质 是 一 组 平衡 方程 。 
六 是 由 单位 位 移 Z, = 1 引起 的 沿 Z, 方向 的 附加 约束 反 力 ,党 称 为 刚度 系数 ;Re 是 由 荷载 引 
起 的 沿 Z, 方向 的 附加 约束 反 力 , 称 为 自由 项 。 当 这 些 附 加 约束 反 力 与 所 设 未 知 量 方向 一 致 时 为 
正 ,反之 , 则 为 负 。 上 述 符号 中 的 第 一 个 下 标 表示 与 未 知 位 移 序 号 相应 的 附加 约束 反 力 序号 ,第 
二 个 下 标 则 表示 产生 该 项 附加 约 东 反 力 的 原因 。 所 有 这 些 附加 约束 反 力 均 可 以 根据 隔离 体 平 衡 
条 件 求 得 。 位 于 方程 左上 方 ru 至 右 下 方 rm 的 一 条 主 对 角 线 上 的 系数 7, 称 为 主 系数 , 主 对 角 线 
两 侧 的 其 他 系数 r, (i 去 j) 则 称 为 副 系 数 。 主 系数 ,代表 由 单位 位 移 Z, = 1 的 作用 所 引起 在 Z, 
自身 方向 上 的 约束 反 力 , 它 必 定 与 该 单位 位 移 的 方向 一 致 , 故 是 重 正 的 ;而 副 系数 r GARE 
由 单位 位 移 Z, = 的 作用 所 引起 的 Z, 方向 的 约束 反 力 , 它 可 以 与 所 设 定 的 Z, 同 向 、 反 向 ,或 者 
是 无 该 项 约束 反 为 发生 ,所 以 它 可 能 为 正 .为 负 或 为 零 。 根 据 反 力 互 等 定理 有 
ry = r, (7-8) 
式 (7 -7) 的 位 移 法 典型 方程 也 可 写成 如 下 的 矩阵 形式 : 
rZ+R,=0 (7-9) 
RP r 称 为 刚度 矩阵 ,其 甜 阵 元 察 由 式 (7 — 7) 中 的 全 部 刚度 系数 项 m, 构成 ,由 式 (7- 8) 可 知 ,r 
为 对 称 矩 阵 ;Z 为 未 知 位 移 向 量 ; R 为 荷载 引起 的 附加 约束 力 向 量 。 
位 移 法 方程 是 一 个 线性 代数 方程 组 ,求解 这 一 个 方程 组 可 以 得 到 全 部 基本 未 知 量 , 即 全 部 关 
键 位 移 。 此 时 ,结构 杆 件 的 杆 端 恋 矩 和 前 力 一 般 可 以 根据 转角 位 移 方程 直接 求 算 ,也 可 根据 登 加 
原理 用 下 式 计算 : 


M=M,Z, + M,Z, + + M,Z, + Mp 
Fa = Fa 2, + Fa Z, +++ Fa,Z, + Noe (7-10) 
Fy = Fu Z, + Fa Z, ++ F..Z, + Fy 
RP M, Fa MEn 分 别 是 基本 结构 由 于 Z. = 1 的 作用 而 产生 的 内 力 ; Mp. Pap fl Fe 则 分 别 是 基 
本 结构 由 于 荷载 作用 而 产生 的 内 力 。 


7-4-2 倾角 变 位 法 


应 用 以 上 典型 方程 法 计算 超 静 定 结构 时 , 需 先 设置 附加 删 臂 和 附加 链 杆 约束 以 构成 基本 结 
构 , 然 后 再 根据 又 加 原理 和 平衡 条 件 建立 位 移 法 典型 方程 。 实 际 上 ,位 移 法 基本 方程 的 建立 ,也 
可 以 不 道 过 基本 结构 ,而 直接 借助 于 杆 件 的 转角 位 移 方 程 进 行 ， 这 种 方法 就 称 为 倾角 变 位 法 。 

现 仍 以 图 7 ~ 13a 所 示 的 刚 架 为 例 来 说 明 倾 角 变 位 法 的 基本 原理 。 此 时 ,位 移 法 基本 未 知 量 
仍 为 三 个 ,包括 两 个 角 位 移 ZZ 和 一 个 线 位 移 Zo 

根据 图 7 - 15a 所 示 出 架 各 杆 两 端的 位 移 情况 和 杆 件 所 承受 的 荷载 ,利用 转角 位 移 方程 (7- 
1) 和 (7 一 2) ,可 直接 写 出 各 杆 件 的 杆 端 力 表达 式 为 


Mac =2:iZ, $2, M. =2i2, ~ Šiz, 


Ma =4iZ, - $iZ,, Muy =4iZ - z, 
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(b) ) @ 

外 Og hee b 
cu. — 一 一 
T; ) 2 (9 Focs Fiii 
Mes Mos 

图 7-15 


I 
p582, +42- 4, Faa = = 92, + + tz, 


Myo =8iZ; +4iz, +4, Fon = - Sa, + Biz, 


以 上 各 杆 端 内 力 均 假定 为 正 向 ,它们 都 是 结 点 位 移 Z. Z 和 Z, 的 函数 。 只 要 确定 了 结 点 位 移 
的 大 小 和 方向 ,各 杆 端 内 力 的 大 小 和 方向 也 就 可 随 之 确定 。 
由 刚 架 C 结 点 的 力矩 平衡 条 件 (图 7- 15b) 3M =0, 呆 得 
Mea + Mo =0 
ME Fa WE A E Moa ee eee 


12iZ, + 4iZ, 一 Siz, -g te 


由 刚 架 D 结 点 的 力矩 平衡 条 件 (图 7- 15c) OM, =0, 可 得 
Moc + Mpa = 0 
HARDE MoMo RAER, MARENE 


4iZ, + 12i2, — Siz, + 等 =0 


由 刚 架 横梁 CD 水 平 力 的 平衡 条 件 (图 7- 15d) OF, =0, 可 得 
Foca + Fans = Fp =0 
将 前 已 列 出 的 杆 端 前 力 F. .Fans 代 入 上 式 ,整理 后 得 方程 
6i, _6i, , 243 2 
-72 TZ t FZ, Fe=0 


联 立 求解 以 上 三 个 平衡 方程 , 便 可 求 得 结 点 未 知 位 移 Z 、Z, 、Z,, 代 人 前 已 列 出 的 杆 端 力 天 
达 式 , 即 可 求 得 各 枉 的 杆 端 力 。 

由 以 上 的 分 析 可 知 ,倾角 变 位 法 是 建立 在 荷载 以 及 位 移 法 各 基本 未 知 量 同时 作用 的 基础 之 
上 ,先是 利用 转角 位 移 方程 列 出 各 杆 件 的 杆 端 力 ,然后 根据 结 点 和 截面 的 平衡 条 件 列 出 位 移 法 方 
程 。 采 用 倾角 变 位 法 得 到 的 位 移 法 方程 与 采用 典型 方程 法 时 完全 相同 。 
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® okNm I8kN/m 


(e) O, 


Fo 图 (单位 KN) 


图 7-16 


现 结合 例 7- 3 的 讨论 来 说 明 两 个 基本 概念 : 


所 图 (单位 KN) 
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(1) 在 力 法 求解 超 静 定 结构 时 已 经 述 及 ,在 荷载 作用 下 , 超 静 定 结构 的 内 力 仅 取决 于 杆 件 的 
相对 刚度 ,而 与 绝对 刚度 无 关 。 因 此 ,在 用 位 移 法 分 析 时 ,为 计算 简便 起 见 可 以 假定 某 一 杆 件 的 
线 刚度 ¿= 1 ,其 余 盾 件 可 按 已 知 的 相对 线 刚 度 取 值 , 解 得 的 结构 内 力 是 与 原 结构 相同 的 。 

(2) 在 用 位 移 法 进行 超 静 定 删 架 的 受 力 分 析 时 ,一 般 忽略 杆 件 轴 向 变形 的 影响 ,这 就 相当 于 
将 杆 件 的 轴 向 刚度 视 为 无 穷 大 。 当 沿 某 杆 件 轴 向 为 超 静 定时 ,其 轴 力 会 因 缺 少 变形 协调 条 件 而 
无 法 求 出 。 例 如 ,人 鲍 7 -3 刚 架 车 在 召 结 点 处 加 一 水 平 链 杆 支 座 , 则 横梁 BC 和 CE 杆 的 轴 力 就 
无 法 确定 。 

@ 7-4 试 计算 图 7- 17a RRR H h E 

解 该 刚 架 共有 两 个 关键 位 移 , 即 D 结 点 的 角 位 移 和 横梁 的 水 平 线 位 移 。 注 意 C 结 点 的 转角 并 非 关键 位 
移 ,因为 县 萝 段 属于 租 定 部 分 。 由 于 刚 架 各 杆 件 的 截面 弯曲 刚度 Fi 为 常数 ,可 以 将 AC ,BD 和 CD 杆 的 线 刚度 
均 记 为 i, 如 图 7 17a 括号 内 所 示 。 

方法 一 :典型 方程 法 

采用 典型 方程 法 时 基本 结构 如 图 7- 17b 所 示 。 根 据 基本 结构 中 附加 约束 反 力 等 于 零 的 条 件 ,可 建立 位 移 
法 方程 如 下 ， 

ruZitrnZ t+Rie=0 

ru Z+rnZ,+ R, =0 
各 单位 可 矩 图 M, M, F REM, 分 别 如 图 7 - 17c.d 和 e 所 示 。 
EERIE th. DD 结 点 隔离 体 的 力矩 半 衡 条件 可 得 


ru=4i+3i=Ti, ra=ra = -3i m°. Res= -NkNm 


z 
再 按 图 7 - 17d,e PBR CD MREP k EDF, = 0, 得 


rang mt t imei mt, Ry=(-2x20%4~30) kN= ~60 kN 


6 
将 求 得 的 各 系数 和 自由 项 代 人 位 移 法 方程 ,得 


求解 以 上 联 立 方程 ,得 


根据 以 上 结果 , 求 得 刚 架 弯 矩 图 如 图 7 一 171 所 示 。 
方法 二 :倾角 变 位 法 
利用 不 同类 型 的 转角 位 移 方程 ,可 以 写 出 刚 架 的 各 杆 端 恋 矩 如 下 : 


Myo = -FF mot zy - 20 Nm (Am a Bi mZ, -40 kNm, Mu =3iZ, ~30 KNem 


_3i 
4 


Mw =4iZ, — 至 m'Z;, May =2iZ,~ Š m”: Z, 
根据 建立 横梁 隔离 体 平衡 方程 的 需要 ALE HH 
3 
B 


6 12i o- PE L 
Poe =~ GZ. +m Z=- +Z m ° 2, 


Apa 
Foca =p mZ- 


X20 kN/mx4 m= 3 m 2Z, = 30 kN 
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(a) (b) 


ME (单位 kN-m) 


图 7-17 


由 刚 架 D 结 点 的 力矩 平衡 条 件 > AMo =0, 可 得 
Mr + Mp =0 
A LA Es .3f 8 3548 
1k, = 学 m`! Z, -30 kN-m=0 
H GE PAS KE Be REP, = 0, 可 得 
Faca + Fann ~ 30 KN=0 
MRD ARA LR EBSA 
-F m'Z eli mz, -60 kN=0 
由 以 上 分 析 可 知 ,采用 倾角 变 位 法 直接 利用 转角 位 移 方程 所 得 到 的 位 移 法 方 答 与 采用 典型 方程 法 时 得 到 的 


§7-5 位 移 法 解 超 静 定 结构 193 


方程 完全 相同 。 联 立 求解 上 述 位 移 法 方程 NT BA RAMS Z Z, BH Z Z fü A W E Pl MRS 
CREA MEDRAR FRSE. PERDAS ETR RAFE RRE. 

通过 例 7- 4 的 分 析 , 应 了 解 以 下 基本 概念 : 

O) 当 超 静 定 结构 中 有 痊 定 部 分 时 ,该 部 分 不 存在 关键 位 移 , 作 用 于 表 定 部 分 的 荷载 可 能 对 
位 移 法 方程 的 自由 项 产生 影响 ,但 不 会 对 方程 的 系数 项 产生 影响 。 

(2) 根据 反 力 互 等 定理 ,位 移 法 方程 的 副 系 数 可 以 由 两 个 不 同 的 单位 弯 矩 图 求 得 ,实际 计算 
时 可 以 按 方便 的 原则 进行 。 例 如 ,在 例 7-4 中 ,ra 已 直接 显示 在 M, 图 中 ,可 方便 地 获得 ; 若 利 
H M, FER ra , 则 需要 根据 策 梁 隔离 体 水 平方 向 的 平衡 条 件 计算 。 


7-5-2 具有 复杂 牵连 位 移 的 刚 架 

所 谓 牵 连 位 移 , 旦 指 由 于 某 些 附加 条 件 ,使 得 结 点 位 移 之 间 相 互 不 独立 ,或 者 说 它们 之 间 存 
在 一 定 的 牵连 关系 。 图 7 - 18a b 所 示 的 刚 架 , 若 忽 路 杆 件 的 轴 向 变形 , 则 无 论 荷 载 情况 如 何 , 根 
据 几 何 学 的 原理 均 可 以 判定 C、D 两 结 点 的 线 位 移 均 在 水 平方 向 ,而 且 必定 是 相等 的 ,这 是 比较 
简单 的 牵连 位 移 情况 。 


图 7-18 


复杂 牵连 位 移 是 指 相互 不 独立 的 结 点 位 移 之 间 并 非 简单 地 相等 ,它们 之 间 的 关系 可 以 用 数 
学 式 表达 。 牵 连 关系 可 以 发 生 在 线 位 移 之 间 ,也 可 以 发 生 在 线 位 移 与 角 位 移 之 间 。 图 7- 19 所 
示 的 刚 架 , 若 忽略 杆 件 的 轴 向 变形 ,C 了 两 结 点 的 线 位 移 是 相互 不 独立 的 。 为 了 求 得 两 线 位 移 
之 间 的 关系 ,最 为 方便 的 是 借助 于 阴 时 中 心 的 概念 。 由 于 CD 结 点 的 线 位 移 分 别 是 沿 AC 和 
BD 杆 的 垂直 方向 ,瞬时 中 心 O 就 位 于 杆 件 延长 线 的 交点 上 。C、D 结 点 的 线 位 移 将 分 别 和 结 点 


Sia AOE RTE t: PUTER" = SE ,此 时 CD 杆 的 弦 转 角 Bo 相当 于 将 OCD AERE 
绕 O 点 转动 时 的 转角 , 即 等 于 结 点 线 位 移 与 旋转 半径 之 比 。 图 7 - 20 所 示 刚 架 , 因 BC RADAR 
TA HH AE ET, =o, B 结 点 的 竖 向 线 位 移 与 C 结 点 的 转角 之 间 存在 牵连 关系 ,车 将 C 结 点 的 角 
位 移 设 为 位 移 法 基本 未 知 量 Z, , 则 B 结 点 的 竖 向 位 移 就 等 于 !. Z, 。 因 此 ,位 移 法 基本 未 知 量 数 
目 为 1。 

从 以 上 例子 可 以 看 出 ,牵连 位 移 的 发 生 都 是 因为 结构 中 有 无 限 刚性 体 这 一 附加 条 件 存在 的 
缘故 。 用 位 移 法 计算 有 复杂 牵连 位 称 的 刚 架 时 ,在 分 析 原 理 上 与 计算 一 般 刚 架 并 无 区 别 ,需要 注 
意 的 - -是 应 找 出 牵连 位 移 关系 ;二 是 对 于 带 有 和 斜 杆 的 刚 架 ,在 建立 位 移 法 方程 时 一 般 需 用 到 隔离 
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体 绕 其 瞬时 中 心 的 力矩 平衡 条 件 。 


lim 3m 2m f= taf} 
图 7-19 图 7-20 


W7-S 试 列 出 图 7- 21a 所 未 有 和 斜 杆 刚 架 的 位 移 法 方程 。 

W ”该 刚 架 用 位 移 法 求解 时 ,除了 8 结 点 的 角 位 移 未 知 量 外 ,BB、C 结 点 均 有 线 位 移 存在 。 根 据 结构 的 构造 
特点 ,B 结 点 的 线 位 移 是 沿 水 平方 向 ,而 结 点 C 的 线 位 移 将 与 CD 杆 方向 垂直。 忽略 杆 件 的 轴 向 变形 时 ,这 两 个 
线 位 移 之 间 相 互 不 独立 ,因此 该 刚 架 仅 有 两 个 位 移 法 基本 未 知 量 , 基 本 结构 如 图 7- 21b 所 示 。 


因 超 静 定 结构 在 集 载 作用 下 的 肉 力 仪 与 杆 件 的 相对 刚度 有 关 , 为 计算 方便 设 inf, 作出 M, 图 如 图 
7- 21ef 8, HEE 于 ,图 时 ,可 先 根据 前 述 结 点 B 和 C 的 运动 学 特征 , 找 出 瞬时 中 心 O 如 图 7- 214 所 示 。 当 发 
E Z = 时 , 结 点 B、C 的 线 位 移 可 看 作 是 由 三 角形 OBC BÑ ai iy O 的 刚体 转动 引起 , 线 位 移 的 大 小 将 与 动 
点 至 瞬时 中 心 的 距离 成 正比 ; 线 位 攀 在 某 一 方向 上 的 投影 将 和 肋 时 中 心 与 相应 的 投影 线 的 此 离 成 正比 。 于 是 ， 


得 各 杆 件 两 端的 相对 线 位 移 Aaa = -1,Aue = - $a âa = oa 由 此 可 作出 M; 图 以 及 相应 的 隔离 体 图 如 图 


7- 21480 e 所 示 。 外 桨 戟 作用 于 基本 结构 时 的 Mr 图 及 相应 的 隔离 体 图 如 图 7 - 21f 和 区 所 示 。 
HMA PAD ru = 204 + 154 = 358508 MLM rig = r = HSE + SE 251. MEA Rye = ~ 290" 
ra ft Ra 需 由 图 7- 21e R g BEAT FAPTE SIDR eR AY ES AA A W 
ERAGE TAERE PA BR AP RD, BT BCI AL RE A à O 的 力矩 平衡 条 件 。 由 


Æ 7-21e, RUM, =0, 有 


i 20i 
ra- rax3a- 5 


15 


15i, 254, 4i 194 — 
4a 


2a 2a 


=0 


由 图 7- 21g, OM, =0, 有 
3x4ax2a 一 Rarx3a-2qaz=0 
得 
Rip = 29a 
将 以 上 系数 和 自由 项 代 人 典型 方程 , 则 得 位 移 法 方程 如 下 : 


25: 
35:Z, +z —2qa?-0 


25i, , 145; 
Fath tpat + 226 =0 
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图 7-21 


7-5-3 有 剪 力 静 定 村 的 刚 架 


图 7- 22a 所 示 的 刚 可 车 按照 一 般 的 做 法 将 有 四 个 位 移 法 基本 未 知 量 ,包括 B,D 结 点 的 两 
个 角 位 移 未 知 量 和 上 、 下 两 根 横梁 的 水 平 线 位 移 未 知 量 。 但 由 刚 架 的 特点 可 以 发 现 ,其 柱子 的 菜 
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力 是 静 定 的 , 即 可 以 仅 借助 于 平衡 条 件 求 得 。 显 然 ,上 层 柱 的 剪 力 Fon = Fr; 下 层 柱 的 剪 力 
Fau =2Fr。 此 类 刚 架 就 称 为 有 前 力 静 定 杆 的 刚 架 。 


W 7-2 

对 于 图 7 一 22a 所 示 的 有 剪 力 静 定 杆 的 刚 架 ,实际 上 只 有 D.B 结 点 的 角 位 移 是 关键 位 移 , 即 
可 以 取 图 7- 22b 所 示 的 位 移 法 基本 结构 。 那 么 ,为 何 横梁 DE 和 BC 的 水 平 线 位 移 并 非 关键 位 
BW? 这 是 因为 这 两 个 水 平 线 位 移 对 于 计算 杆 端 力 来 说 不 是 必要 的 。 当 D 结 点 发 生 单位 角 位 
BZ, =1 时 ,由 于 横梁 在 水 平方 向 可 以 自由 滑动 ,柱子 中 无 剪 力 存在 ,其 受 力 状态 相当 于 一 端 固 
定 男 一 端 为 滑动 支 座 的 杆 件 ,可 作出 肝 , 图 如 图 722c 所 示 。 同 理 , 可 作出 图 7-22d 的 MA. 
BLP AEF BY BE te 8 iB FY Me 图 ,如 图 7 - 220 BEAR. ET IL, BERR ARE S 
É a A MH AR HE Os HO PB HH A TRB 结 点 的 
力矩 平衡 条 件 建立 。 

由 以 上 的 分 析 可 知 , 对 于 有 剪 力 静 定 杆 的 刚 架 ,位 移 法 未 知 量 的 数目 可 以 减少 。 但 应 当 注意 
的 是 ,由 于 横梁 上 无 水 平 约束 ,可 以 自由 滑 移 ,柱子 的 受 力 和 变形 特点 就 相当 于 一 端 固定 另 -一端 
为 清 动 支 座 的 杆 件 ,而 不 能 再 用 两 端 固定 杆 的 杆 端 力 计算 公式 。 在 作出 单位 弯 矩 图 和 荷载 计算 
图 后 , 即 可 按照 常规 的 方法 建立 位 移 法 方程 ,并 由 此 求 出 关键 的 未 知 位 移 。 刚 架 的 恋 矩 图 仍 可 按 
照 转角 位 移 方程 或 登 加 康 理 求 得 。 

例 7-6 试 计算 图 7~23a RR SA. RAM ; 相同。 

解 该 刚 架 的 AB 和 BC 柱 均 为 旁 力 静 定 丁 , 仅 需 胡 B.C 结 点 的 角 位 移 为 位 移 法 基本 未 知 量 ,基本 结构 如 
图 7~23b 所 示 。 在 作 单 位 弯 矩 图 (图 7 - 23c.d) 和 荷载 弯 矩 图 (图 7 一 23e) 时 ,应 注意 模 梁 在 水 平方 向 无 约束 ,可 
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以 自由 滑动 。 由 C.B 结 点 的 隔离 体 平衡 条 件 可 得 


ra=4i, ra=ra= ni, ra=5i 
2 2 oO oP Bei? 
aÈ _3at 

过， 人! 学- 党 = 


š 图 7-23 
该 刚 架 的 AB 和 BC 柱 均 为 剪 力 静 定 杆 , 仅 需 取 结 点 B AC 的 转角 为 位 移 法 未 知 量 ,基本 结构 如 图 7- 23b 
所 示 。 在 作 单位 咨 矩 图 (图 7 - 23c.d) 和 荷载 读 矩 图 (图 7- 23e) 时 ,应 注意 横梁 在 水 平方 向 均 无 约束 ,可 以 自由 
滑动 。 由 结 点 CB 的 隔离 体 平衡 条 件 可 得 


rn=4i, ra=ra=-i, rn=5i 
p P Q d 3a 
Ren, ss d ge 
据 此 列 出 位 移 法 方程 如 下 : 
4iZ - iZ, + L =0 
2 
~ iz, +512, +3 = 
解 得 
ql? =-9 
z, Ta Z= 6 


ah AT R 89 US ë FF Pr DO FF EH tH R| S 3E Bl in Hl 7 — 23f 所 示 。 
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1-5-4 MBER 


因为 枯 架 结构 受 荷 后 杆 件 发 生 轴 向 变形 , Ze 38 E. E PE 29) R SA HT 88 — 4" 88 AT 
以 发 生 两 个 方向 的 独立 线 位 移 , 所 以 在 用 位 移 法 求解 时 ,未 知 量 的 数目 比较 多 。 一 般 地 说 , 超 静 
定 平面 析 架 的 关键 位 移 数 就 等 于 2 倍 的 结 点 数 减 去 支 座 约束 数 。 杭 架 杆 件 的 内 力 可 根据 其 两 喘 
的 位 移 ,按照 材料 力学 的 原理 求 得 。 位 移 法 典型 方程 可 以 根据 未 知 位 移 方 向 上 的 结 点 平衡 条 件 
列 出 。 

例 7-7 试用 位 移 法 计算 图 7- 24a 所 示 正 三 角形 析 架 的 内 力 。 已 知 析 架 各 杆 件 EA 相同 。 

M 该 析 架 有 两 个 位 移 法 基本 未 知 量 , 基 本 结构 如 图 7- 24b 所 示 。 


(9) pn kN (b) | kN 


基本 结构 


Fur 所 (单位 kN) 
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当 Z, = 1 RZ, =1 单 独 作用 时 , 枯 架 各 杆 件 长 度 的 变化 可 根据 几何 条 件 求 得 , 据 此 可 求 得 单位 轴 力 图 和 荷 
载 轴 力 图 如 图 ?7 一 24c.d.e 所 示 。 由 铵 BKERANRC 紧 直 方向 力 的 平衡 条 件 求 得 


-EA EA, 1_5EA =p, = —FA,¥3.. V3EA 
OE 2. aa An SOP A 47 
ra=2x BEA „Y3 3EA, Ryp=0, Rop=-27kN 
据 此 列 出 位 移 法 方程 如 下 : 
SEA, V3EA, _ 
ai oe ay ee 8 
~BEAz, + 3FAz, -27kN=0 
解 得 
431 201 
和 本 2 Ex 


DERAH SR AF PF fü) Pq 9 tn E 7 ~ 246 所 示 。 
例 7-7 WREE -KARER FD SRR RS PRA AE, — RH BB ERA 
HTAR 6 404 EAR AN De, SEE PLR HA BR 


7-5-5 混合 法 
力 法 和 位 移 法 是 求解 超 静 定 结构 的 两 种 基本 方法 ,其 选择 应 视 结构 的 具体 情况 而 定 。 例 如 ， 


PRL 7 — 25a 所 示 刚 架 是 五 次 超 静 定 的 ,显然 用 位 移 法 求解 比较 方便 ,此 时 只 有 模 梁 的 水 平 线 位 移 


一 个 基本 未 知 量 ;图 7 - 25b 所 示 刚 架 仅 二 次 超 静 定 的 ,但 却 有 五 个 位 移 法 基本 未 知 量 ,显然 定 采 
用 力 法 求解 。 


(b) 


对 于 有 一 些 超 静 定 结构 ,用 力 法 或 位 移 法 求解 未 知 量 均 比较 多 ,用 混合 法 求解 却 未 知 量 较 
少 ,可 使 计算 大 为 简化 。 

所 谓 混 合法 是 指 则 时 取 结构 的 内 力 和 结 点 位 移 作为 基本 未 知 量 ,其 原则 是 只 要 基本 未 知 量 
被 求 得 ,所 有 杆 件 的 内 力 均 可 迎刃而解 。 对 于 每 一 个 未 知 内 力 , 必 定 可 以 列 出 一 个 与 之 相应 的 变 
形 协调 方程 :同样 对 于 每 一 个 未 知 结 点 位 移 ,总 可 以 列 出 一 个 与 之 相应 的 平衡 方程 。 将 上 述 方程 
联 立 , 即 构成 了 用 混合 法 求解 超 静 定 结构 的 基本 方程 。 求 解 基本 方程 可 得 各 基本 未 知 量 ,并 可 进 
面 求 得 原 结构 的 内 力 。 
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例 7-8 试用 恰当 的 方法 求解 图 7- 26s 所 示 刚 架 , 计 算 二 力 杆 的 轴 力 并 绘制 刚 架 的 弯 短 图 。 设 AB 杆 为 


无 限 出 性 ,其 余 杆 件 El 相同 。 
E ”本 例 若 用 力 法 或 位 移 法 求解 均 为 四 个 未 知 量 。 现 取 王 结 点 的 角 位 移 Z, 和 二 力 杆 CD MRAZ, HER 


未 知 量 用 混合 法 求解 ,基本 结构 如 图 7 - 26b 所 示 。 显 然 ,只 要 解 得 ZM Z, , 刚 架 所 有 杆 件 的 内 力 均 可 迎 丸 而 
解 。 


Z=! 
Tu 


O rz, © 


(ay 0) 
R, 
x 750 
6.94 
6 kN/m 
27.78! ri) 
25 
n 40.28 
É 34.70 
Mr 图 (单位 kN-m) M RI (单位 kNm) 
图 7-26 


i i= gm sm HE Z =1 单 独 作用 时 的 M, PCR 7 - 26c) ,再 作出 Z, =1 单独 作用 时 的 M, EJ fü M, 


图 (图 7- 26d,e)。 为 使 基本 结构 符合 于 原 结构 ,要 求 E 结 点 处 刚 蔷 中 的 约 东 力矩 和 CD 杆 断 口 处 的 相对 位 移 均 
为 等 ,于 是 可 列 出 以 下 基本 方程 
ruZi+ rzZs+ Rin=0 
8nZ, +n + hr=0 
ALDE L L 3 t: SSR 8046 $ # kE Pq PI 8 
ru=30i+24i=54i, rz=0, R, = -50kN:-m 
第 二 个 方程 中 的 系数 和 自由 项 可 利用 图 乘法 求 得 ,分别 为 
S= Arm. s= -ru=0, Aa = BP kee? 


电 于 方程 的 珊 系 数 为 零 ,基本 方程 成 为 两 个 不 相关 的 独立 方程 。 代 人 以 上 系数 和 自由 项 后 可 解 得 


25 ix. _ 375 
Z,= Nm, Z= - 3B N 
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并 进而 可 求 得 刚 架 的 弯 矩 图 如 图 7- 265 所 示 。 
§7-6 对 称 性 的 利用 


在 力 法 中 已 经 介绍 了 对 称 结构 的 定义 ,对 称 结构 在 对 称 或 反对 称 荷载 作用 下 的 基本 受 力 特 
性 ,以 及 对 称 性 利用 方面 的 基本 做 法 等 。 本 节 中 主要 结合 具体 问题 ,介绍 在 位 移 法 中 如 何 利用 对 
称 性 简化 结构 的 计算 。 

7-9 试 计算 图 7-27a RARE TE, RA E1 = 常数 。 

B 本 例 为 对 称 刚 架 受 反对 称 荷载 作用 。 因 此 ,位 于 对 称 轴 上 的 GH tF EF PP OS EREN 
构 时 ,在 对 称 轴 位 置 处 应 设置 竖 向 链 杆 支 座 ,得 如 图 7 ~ 27b 所 示 的 计算 简 图 。 由 于 AC 杆 的 剪 力 是 静 定 的 ,机 
梁 的 水 平 位 移 并 非 关键 位 移 , 当 用 位 移 法 求解 时 仅 有 C 结 点 的 转角 一 个 未 知 量 , 基 本 结构 如 图 7- 27c 所 示 。 根 
据 附 加 刚 区 处 约束 力矩 等 于 零 的 平衡 条 件 可 建立 位 移 法 方程 

Z, 


X 


E 7-27 


ry Zt Rep =0 
在 绘制 M. M Mr 图 时 ,种 注意 AC 杆 的 C 端 沿 水 平方 向 可 以 自 由 滑 移 , 应 作为 一 端 套 定 另 一 端 滑动 支 座 的 
情况 考虑 ,单位 弯 矩 图 和 荷载 膏 矩 图 分 别 示 于 图 7- 27d、e。 由 此 可 求 得 


代入 位 移 法 方程 ,可 解 得 


以 下 可 以 利用 转角 位 移 方程 或 郑 加 法 先 求 得 半边 结构 的 言 矩 图 ,然后 再 根据 反对 称 的 原则 绘 出 书架 的 楷 矩 
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图 ,如 图 7 一 27f 所 示 。 
例 7-10 试 计算 图 7- 28a KRANE, HANSER. 


10kN 


MË (单位 kN-m) 
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解 ”此 刚 架 为 对 称 结构 受 对 称 荷 载 作用 ,在 取 半 边 结构 计算 时 ,应 在 C 结 点 处 设置 滑动 支 座 ,并 在 CAA 
上 作用 原 荷载 一 半 的 竖 疝 荷载 ,如 图 7 -28b 所 示 。 此 时 ,位移 法 基本 结构 如 图 7-- 28c, 基 本 未 知 量 为 结 点 角 位 
BZ 和 线 位 移 2, ,而 C 结 点 的 竖 向 位 移 与 Z: 是 属于 奉 连 位 移 。 根 据 两 附加 约束 反 力 等 于 零 的 平衡 条 件 , 可 建 
立 如 下 位 移 法 方程 
rn Zit ry2Z.+ Ry =0 
ry Z)+ryZ,+Ry=0 
为 了 计算 上 述 方程 中 的 系数 和 自由 项 , 需 作 出 M, .于 ,和 Mr 图 ,分 别 示 于 图 7- 284.e fü fe 在 作 M. Bet 
应 注意 ,由 于 C 缚 点 滑动 支 座 的 链 杆 与 杆 件 本 身 不 在 同一 方向 , 当 B 结 点 发 生 转 角 时 C 结 点 不 可 能 发 生 竖 向 位 
移 , 所 以 BC 杆 的 内 力 与 两 端 固定 时 完全 相同 ;在 作 MM; 图 时 ,可 利用 朋 时 中 心 确定 BC 杆 的 弦 转 角 Bac = 


= mm POR ran ,可 作出 M. h EBT, NE 7 - 28g 所 示 。 由 以 上 M, A M, TY. 


ti Mia 
根据 图 7- 288 OMA F BD hl, O 取 和 矩 应 等 于 零 的 力矩 平衡 条 件 ， 并 注意 到 m=- m -可 列 出 方 
程 
Bim? x3 mti mim hi mt ra x3 m=0 
由 此 可 求 得 


ys 
Tn = agi m 


从 Mr 图 中 可 以 看 出 ,附加 约束 存在 时 , 结 点 荷载 作用 不 会 引起 杆 件 森 短 , 此 时 杆 件 的 轴 力 与 将 刚 结 处 均 改 为 饮 
结 所 形成 的 相应 柏 架 体系 的 轴 力 相同 。 根 据 以 上 分 析 可 得 
Re=0, Ry = 22 kN 


将 以 上 系数 和 自由 项 代 人 位 移 法 方程 ,并 联 立 求解 得 
Z= LE kNm, Z= -2 8 kNm 

最 后 可 按 转角 位 移 方程 或 登 如 法 求 出 各 杆 端 弯 矩 ,并 作出 M 图 ,如 图 7 一 28h 所 示 。 

在 取 半 边 结 构 的 计算 简 图 时 ,应 充分 注意 其 受 力 特性 ， 包括 半边 结构 的 变形 和 内 力 是 否 与 原 
结构 中 该 部 分 的 情况 完全 一 致 。 例 如 ,对 于 图 7 -29a 所 示 的 简 支 等 腰 三 角形 刚 架 ,采用 图 7- 
29b 所 示 的 计算 简 图 时 弯 矩 的 图 形 将 与 原 结构 中 相同 ， 但 此 时 水 平 杆 的 轴 力 为 零 , 与 原 结 构 的 情 
况 不 相符 合 。 所 以 ,计算 简 图 中 应 撤除 支 座 A 的 水 平 链 杆 , 取 如 图 7 - 29c 所 示 的 半边 结构 。 实 
际 上 ,此 刚 架 由 于 À, B 两 支 座 情况 不 同 ,已 不 能 称 为 对 称 结构 ,也 不 完全 符合 对 称 结 构 的 受 力 


特性 。 例 如 ， PASC icant 在 图 示 对 称 荷载 作用 下 C 结 点 将 产生 反对 称 的 水 平 位 


“mmm ”tri À aiD 


图 7-29 
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移 。 但 因 A 支 座 处 的 水 平反 力 为 零 , 在 作 内 力 分 析 时 ,仍然 可 以 采用 图 7- 29c 半边 结构 的 计算 
简 图 。 


§7-7 支 座位 移 、 温 度 变化 等 作用 下 的 位 移 法 计算 


在 第 6 章 中 已 经 指出 , 支 座位 移 、 温 度 变 化 等 非 荷载 因素 一 般 会 使 超 静 定 结构 产生 内 力 。 当 
用 位 移 法 分 析 时 ,基本 原理 及 解 题 步 又 仍 与 在 荷载 作用 时 相同 ,只 是 位 移 法 方程 中 的 自由 项 是 由 
支 座位 移 ,温度 变化 等 作用 所 引起 的 基本 结构 中 的 附加 约束 反 力 。 此 时 ,位 移 法 方程 的 物理 含义 
是 :附加 约束 在 各 关键 位 移 和 非 荷 因素 共同 作用 下 的 约束 反 力 应 等 于 零 。 由 于 附加 约束 实际 上 
是 不 存在 的 ,根据 解 的 惟一 性 定理 ,能 使 附加 约束 反 力 全 部 为 替 的 关键 位 移 , 也 就 是 结构 的 真实 
位 移 。 


7-7-1 支 座 位 移 作用 


在 计算 支 座 位 移 作 用 下 ,具有 n 个 基本 未 知 量 结构 的 位 移 法 方程 中 第 i 个 方程 的 一 般 形式 
可 写 为 


D) rZ, +R, =0 (7-11) 

式 中 r, 仍 表示 由 单位 位 移 所 引起 的 附加 约束 反 力 , 即 刚度 系数 ; R. 则 表示 基本 结构 由 于 支 座 位 
移 作用 引起 的 附加 约束 反 力 ,以 上 均 以 与 所 设 基 本 未 知 位 移 方向 一 致 时 为 正 ,反之 , 则 为 负 。 

系数 ,的 计算 与 荷载 作用 时 相同 ; 梁 和 刚 架 结构 的 R. 可 由 支 座位 移 引起 的 基本 结构 恋 矩 
图 (NM. 图 ) ,根据 结 点 或 截面 的 平衡 条 件 求 得 。 将 上 述 系数 和 自由 项 代 人 位 移 法 方程 ,经 联 立 求 
解 可 得 各 关键 位 移 , 然 后 可 按照 转角 位 移 方程 或 亚 加 法 求 得 各 杆 端 弯 矩 ,并 进而 绘制 结构 的 弯 矩 
图 。 

例 7- 11 试 计算 图 7- 30a 所 示 支 座位 移 作用 下 的 刚 架 ,并 绘制 柯 矩 图 。 

解 此 刚 架 属于 对 称 结构 ,在 分 析 时 为 利用 其 对 称 性 ,可 以 将 支 座位 移 分 解 为 一 组 对 称 位 移 ( 图 7.- 30b) 和 
务 一 组 反对 称 位 移 (图 7- 30c)。 在 对 称 支 座位 移 作用 下 , 刚 架 仅 发 生 向 下 的 刚体 位 移 ,并 无 内 力 产生 ;在 反对 称 
支 座位 移 作用 下 ,可 取 半 边 结构 的 计算 简 图 (图 7 - 30d) ,考虑 AC 盾 是 剪 力 静 定 的 ,基本 结构 如 图 7 30e 所 示 。 
相应 的 位 移 法 方程 为 

ruZ, +R, =0 
FM, ft M. 图 可 以 求 出 方程 的 系数 和 自由 项 为 
ru=12i+i=13i, R,¿=0.024; 
代 人 位 移 法 方程 ,可 解 得 
Z, = - 1.846 x 10 `“ rad 

ARIA HL AF 6 BB JT FERR AE M AR PS O 3E H $B 7 — 30h 所 示 。 

例 7- 11 说 明了 以 下 基本 概念 : 

CL) 在 支 座位 移 作用 下 超 静 定 结构 的 内 力 不 仅 与 杆 件 刚度 之 闻 的 相对 值 有 关 ,而 且 与 杆 件 
刚度 的 绝对 值 成 正比 。 

(2) 345588 31 3881 , AEDE B DA 3 B) E FE PIRE tE PI GR OB Pg BB FB 0 3 b , x 
PER FL YL Fa EE OR. 
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图 7-30 


7-7-2 温度 变化 作用 
在 温度 变化 作用 下 ,具有 n 个 基本 未 知 量 结构 的 位 移 法 方程 中 第 ;个 方程 的 一 般 形式 可 写 


XZ +R, =0 (7-12) 


式 中 r, DA AOL tk FF BJ BEF BG R, Be 35 Ha OEE 9 155 5 
反 力 ,以 上 均 以 与 所 设 基本 未 知 位 移 方向 一 致 时 为 正 , 反 之 , 则 为 负 。 

温度 变化 作用 对 于 杆 件 变形 的 影响 可 以 分 解 成 两 部 分 :一 部 分 是 杆 件 轴线 处 的 温度 变化 
a; 它 是 沿 杆 件 截 面 高 度 相 同 的 温度 变化 ,使 杆 件 产生 伸 长 或 缩短 ; 另 一 部 分 是 杆 件 两 侧 表面 温 
度 变化 的 差 值 A: , 设 为 是 沿 杆 件 截面 高 度 线性 变化 号 在 形 心 轴 处 等 于 零 的 温度 变化 ,使 杆 件 产 
生 砍 曲 变形 。 上 述 温度 变化 除 会 引起 位 移 法 基本 结构 的 内 力 外 ,也 都 会 引起 基本 结构 中 的 附 如 
约束 反 力 R,。 在 求 R. 时 ,可 以 将 上 述 两 部 分 因素 单独 考虑 ,分 别 求 出 其 各 自 的 附加 约束 反 力 
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RAR, , 然 后 再 行 到 加 。 超 静 定 结构 的 最 终 变 形 ,是 上 述 温度 影响 以 及 由 此 所 引起 的 结构 内 力 
共同 作用 的 结果 。 
为 了 便于 计算 位 移 法 中 的 附加 约束 反 力 , 表 7 一 2 中 列 出 了 用 力 法 求 得 的 三 类 基本 的 超 静 定 


杆 件 ,在 温度 变化 Az ERF FP YH o 
表 7-2 等 截面 起 静 定 杆 由 温度 变化 A: S| E 043 Q 35 Tn 5) J 


— 


L i 8 剪 力 
# 杆 件 的 简 图 
Mas Ma Fam Fom 
- + 
A Abn B ElaAt 
1 4 4 7 Goy 32 Ela Az 0 0 
人 (h 为 截面 高 度 ) 
— — 
Ka tt 
4 ti 
2 —— _ 3EfaAt S 3EioAr 3ElcAt 
>t, TZR ` M ZAI 
k—i— 
| 
4 t 
4 1 _ Ela At Ele At 
3 —— ] zna: Y 0 0 
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面相 同 ,各 纵向 水 平 系 杆 的 截面 也 相同 ,材料 的 线 膨 胀 系数 为 。。 忽略 因 内 力 引 起 的 系 杆 轴 向 变形 。 

解 ” 此 纵向 排 朱 为 对 称 结构 , 受 对 称 的 温度 变化 作用 ,温度 均匀 升 高 + 时 排 架 的 变形 如 图 7- 31b 中 虚线 所 
示 。 温 度 升 高 时 柱子 的 伸 长 因 未 受到 约 东 ,所 以 不 会 引起 内 力 ; 系 杆 的 伸 长 会 使 柱 项 产生 水 平 位 移 ,从 而 引起 柱 
子 的 奔 入 和 勇力 ,并 在 系 杆 内 引起 轴 力 。 设 柱 间 每 ~ 系 杆 的 伸 长 量 为 À ,出 在 忽略 引 内 力 引起 的 轴 向 变形 时 有 

A= at 
Ei e J E. x1 Fk 00 , 88 4 8k Si fe iz hb tt T Et Tñ 2k F. f 882 FU H: Pi KR X FF S 89 PS H: 29 P| E 
RD SE 80 8 IË 35 
A _3iati 


MENKE aR 


SRE TIS 836 HA AA HL LI JU) 7 ~ 31b 所 示 。 

由 例 7- 12 的 分 析 可 以 了 解 以 下 在 结构 设计 中 有 用 的 基本 概念: 

(1) 结构 沿 某 一 方向 上 长 度 愈 大 ,温度 变化 所 引起 的 结构 变形 和 内 力 一 般 也 就 愈 大 。 为 了 
限制 温度 变化 引起 的 内 力 , 有 关 设 计 规范 对 各 类 结构 物 的 长 度 分 别 规定 了 限 值 。 当 结构 物 超 长 
时 ,可 以 通过 设置 温度 颖 将 其 分 为 若干 独立 的 部 分 ,从 而 减 小 温度 变化 所 引起 的 变形 和 内 力 。 

(2) 为 了 提高 厂房 排 架 的 纵向 承载 能 力 和 刚度 ,一般 需 在 纵向 某 一 柱 间 设置 柱 间 支撑 ,如 图 
7-32 所 示 。 此 时 ,应 将 柱 间 支 撑 布 置 在 靠近 中 部 的 柱 间 ,这样 对 于 减 小 柱子 因 温 度 变 化 引起 的 
内 力 ,以 及 减 小 柱 间 支 返 本 身 的 内 力 都 是 有 利 的 。 同 理 , 对 于 框架 - 剪 力 墙 结构 体系 来 说 ,为 了 
减 小 温度 应 力 ,纵向 剪 力 墙 一 般 也 宜 布置 在 靠近 建筑 物 中 部 位 置 ,而 不 宜 布置 在 建筑 物 的 网 端 。 

例 7- 13 试用 位 移 法 计算 图 7 - 33a 所 示 在 温度 变化 作用 下 的 门 式 刚 架 ,并 给 
制 M 图 。 设 刚 架 外 侧 温度 升 商 LOT ,内 侧 升 高 20C ;各 杆 均 为 矩形 截面 ,B1 = 常数 ， 
截面 高 度 = LZ10; 材 料 的 线 膨胀 系数 为 。。 

8 ”此 刚 架 可 以 利用 对 称 性 , 取 图 7- 33b 所 示 半 边 结构 进行 分 析 , 并 设 i= 25 。 
温度 开 高 时 杆 件 伸 长 引起 的 C 结 点 线 位 移 可 以 直 已 知 条 件 所 确定 的 ,所 以 只 有 C 结 
点 的 角 位 移 一 个 位 移 法 基本 未 知 量 ,基本 结构 如 图 7 - 33c 所 示 。 此 时 ,位 移 法 方程 为 

ry Zit Rit R20 
RP R Ae aR i P PB E A 3 AS AE EH | RY ALAR IMIR Ar 引 
起 的 附加 约束 反 力 。 根 据 已 知 条 件 有 
0C, =n- n =20 C 

由 图 7- 334 所 示 的 ,图 可 得 ,ri = 4i + i= Si 由 平均 温度 逢 高 fu 所 引起 杆 件 的 伸 长 量 A - alt, , 据 此 可 
得 由 此 引起 的 杆 件 变形 和 轿 端 灾 给 M ,如 图 7 — 33e 所 示 ; 由 内 、 外 温差 At 可 查 表 7 - 2 A E 5 36 
MZ ,如 图 7- 33f 所 示 。 于 是 ,有 


Ri,=1800i, Ri=0 
将 以 上 系数 和 自由 项 代 人 位 移 法 方程 ,可 解 得 C 结 点 的 角 位 移 
Z, = -36a 
| Fo NE n[ sR tH 2 RI 38 69 D E E , FERE RTT Fk 09 IA SH RPT 7 — 33g 所 示 。 
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(a) (b) 
c t=+40°C D C 4=+40°C 
i 


1 =+20°C 一 | 


= | 


(9) 


(e) (f) 
At=20°C 


J 100ai 
MM" 图 


(8) 


7-1 试 确定 图 示 结构 的 位 移 法 基本 未 知 量 数目 ,并 本 出 基本 结构 。 
1-2 试 回答 位 移 法 基本 未 知 量 选取 的 原则 是 什么 ? 为 何 将 这 些 基 本 未 知 位 移 称 为 关键 位 移 ? 是 否 可 以 
将 静 定 部 分 的 结 点 位 移 也 选 作 位 移 法 未 知 量 ? 
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fa) ©) (©) 
ET 


(d) 


(g) t) G) 


题 7-1 图 


7-3 试 说 明 位 移 法 方程 的 物理 意义 ,并 说 明 位 移 法 中 是 如 何 运 用 变形 协调 条 件 的 。 
7-4 试 说 明 若 考 趾 刚 架 杆 件 的 轴 向 变形 ,位 移 法 基本 未 知 量 的 数目 有 无 变化 ? 如 何 变化 ? 


7-5 试用 位 移 法 计算 图 示 结构 ,并 绘制 其 内 力图 。 


P? 
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题 7-5 图 
7-6 试用 位 移 法 计算 图 示 结构 ,并 绘 出 M 图 。 


(a) 10 kN/m (b) 


Fi 


© sokNm soxmm oNm [PRN 

í 26; BY EI E El A 

F— sa epai mepa mejt mjt m 
7-68 


7-7 试 分 析 以 下 结构 内 力 的 特点 ,并 说 明 原 因 。 若 考虑 杆 件 的 轴 向 变形 AMA A i E k? 


习 8 21 


(a) Cb) 


© a) 


Fp 


7-78 


7-8 试 计算 图 永基 有 牵连 位 移 关系 的 结构 ,并 绘 出 M 图 。 


Há mmja maja me 


题 7-8 图 


7-9 坛 不 经 计算 迅速 画 出 图 示 结 构 的 弯 矩 图 形 。 
7-10 试 计算 图 示 有 剪 力 静 定 杆 的 刚 架 ,并 绘 出 M 图 。 
7-11 试 利用 对 称 性 计算 图 示 刚 架 ,并 给 出 M 图。 


7~14 TRAE A RE M 图 。 
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附录 A ”铁路 和 公路 的 标准 荷载 制 


A-1 铁路 标准 荷载 

中 华人 民 共和 国 铁路 标准 荷载 简称 "中 一 活 载 ", 它 包括 普通 荷载 和 特殊 荷载 两 种 移动 荷载 组 ,分 别 如 图 
A- la\b 所 示 。 普 通 活 载 是 代表 一 般 的 列车 荷载 ,前 面 五 个 集中 荷载 代表 一 台 机 车 的 五 个 轴 重 , 轴 距 为 1.5 m; 
PRB 30 严 长 的 均 布 荷载 代表 煤 水 车 及 与 之 联 挂 的 另 一 台 机 车 及 煤 车 的 平均 质量 ;后 面 任意 长 的 均 布 荷载 
代表 车 辆 的 平均 重重。 特殊 荷载 代表 某 些 宙 车 .车辆 的 较 大 得 重 。 


(a) te TR O 特种 荷载 
5X220 KN 3X250 kN 
92 Nim 80 kN/m Í 
5X1.5m p 2X1.5m 
5 4 
图 A-I 


在 进行 铁路 桥涵 设计 时 ,应 视 普通 活 载 与 特种 活 载 哪 一 个 产生 的 内 力 较 大 ,就 作为 设计 的 控制 菏 哉 。 特 种 
活 载 虽 轴 重 较 大 ,但 轴 数 较 少 ,因此 仅 对 短 跨度 ( 约 7 m 以 下 ) 控 制 设计 。 

使 用 "中 一 活 载 "时 ,可 由 图 式 中 任意 截取 ,但 不 得 灾 更 轴 距 。 列 车 可 由 诺 端 或 右 映 进入 桥梁 , 视 何 种 方式 产 
生 更 大 的 内 力 为 准 。 图 A-1 所 示 为 -个 车 道 (一 线 ) 上 的 荷载 , 若 桥梁 是 单线 的 是 有 两 片 主 梁 , 则 每 片 主 梁 承 受 


图 示 荷 载 的 - 半 。 

A-2 公路 标准 荷载 

中 华人 民 共 和 国 公 路 标准 荷载 分 为 计算 荷 驶 和 验算 荷载 两 种 。 计 算 荷载 是 以 汽车 车 队 表 示 的 移动 荷载 组 ， 
分 为 汽车 一 10 级 ,汽车 一 15 级 ,汽车 一 20 级 和 汽车 一 超 20 级 四 个 等 级 ,其 纵向 排列 如 图 A- 2 所 示 ,各 车 辆 之 
间 的 距离 可 任意 变 喝 但 不 得 小 于 图 示 距 离 。 每 个 车 队 中 重 车 只 有 一 辆 ,其 他 为 主 车 数目 不 妇 。 验 算 荷载 以 履带 
车 ( 均 布 荷载 ) ,平板 挂车 表示 ,有 腿 带 一 59 ,挂车 一 80 挂车 一 100 和 挂车 一 120 等 , 详 见 公路 工程 的 设计 规范 及 
技术 标准 ,此 处 从 略 。 

3070 501003070 3070 


汽车 一 10 级 
15 14 HL. i — 14115 


50100 7013050100 50100 


汽车 一 15 级 
1S 4 1 HH 


BRA 铁路 和 公路 的 标准 荷载 制 215 


70130 60120120 70130 70130 


汽车 一 20 级 
15 4 15- 4 4 15 4,15 
14 
120 140 
70130 70130 30120 140 70130 70130 
汽车 一 超 20 级 
15 44 4 = 
Bates sion a Hao sofas 


《重量 单位 KN) (长 度 单位 m) 


A-2 


WRB 习题 答案 


(a) W=0, LAIRE, 

(b) W=1, AATE, 

(c) W= “~ 1, 几何 不 变 ,有 一 个 多 余 约 束 。 
(d) 到 = 三, 几何 可 变 。 

(a) 九 何不 变 ,无 多 余 约束 。 

(b) 几何 不 变 , 无 多 余 约 束 。 

(a) 几何 不 变 , 无 多 余 约 束 。 

(b) 几何 不 变 , 无 多 余 约 束 。 

(e) 几何 不 变 , 无 多 余 约束 。 

(d) 几何 不 变 , 有 一 个 多 余 约 束 。 
(e) 几何 瞬 变 。 

(H 内 部 几何 不 变 , 无 多 余 约束 。 
(e) JLT ARE. 

(h) LAM BE ART BRE 
(a) JL fT BEE, 

(b) 几何 不 变 , 无 多 余 约 束 。 

(a) 几何 不 变 ,无 多 余 约束 。 

(b) 儿 何 不 变 ,无 多 余 约束 。 

(e) 几何 瞬 变 。 

(d) 几何 不 变 , 无 多 余 约束 。 
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= 5 (EARR), Fars Pt, 


(b) My = 20 kN-m (上 边 受 拉 ), Fac =0。 

(c) MA =210 kN-m (FHE), Fac = -60 kN。 

(d) M, =7.5 kNem (上 边 受 拉 ), Fa, =2.5 kN。 

(a) Mp — 16 kN-m ( 左 侧 受 拉 ) ,Fop =6 KN, Fup =2 kN( 压 力 )。 

(b) M, =210 kN'm ( 左 侧 受 拉 ), Fa, = 110 KN, Fy, =0。 

(c) My = 6 kN-m (外 侧 受 拉 ), Fow =7 KN, Func = 4 kN (压力 )。 

(d) M, =4 kNm (外侧 受 拉 ),Fauc =4 KN, Fwa=0。 

(e) Mie =8 kN'm (E 822352), Fow =0, Fore =0。 

(D My =22 KN-m( AWEH), Fon = -0.6 KN, Fyay = 0.8 kN( 拉 力 )。 


(a) Mc 
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(b) M= Muy =00 
3-18 (a) sii Er, 
(b) Fyac =2 KN, Fyas = 2-5 KN, Fore = -1kN。 
第 4 章 
4-5 (a)M, = -r (坐标 原点 设 在 4 点 处 ), Fas =1。 
(li-a) 0<z<a 
(b) Fan = x( 坐 标 原 点 设 在 A 点 处 ), Mc = š 
(iZ) asası 
(O Fon =Š Mr =0, Me =0 ( 均 为 C 点 处 值 )。 
(4) Me = + m(C 点 处 值 )。 
(e) Fis = 一 1(4 KÆRI), Foa =1(A 点 右 侧 值 ), Me = 4a(A 点 处 值 )。 
(D Fea SICA 点 处 值 ) ,Fan = - (B 点 左 侧 值 ),M; = + (E 点 处 值 )。 
4-6 (a) Fan=1(D 点 处 值 ), Mc = -2 m( 下 点 处 值 ), My = 1 m H RAEM) 
(b) Fro =1(B 点 处 值 ),M = 一 3 m(E AAt), M, =1 mT RAHE) o 
(e) Fag =- I(E REMM), Far = + (F SAS BML), Mc = 3d(D 点 处 值 ), Fhe =1(C ATE). 
(d) Fos =1(4 点 处 值 ), Mo = Lm D RAHM), Fio = FG AAE), For =1CF 点 右 侧 值 ) 。 
4~7 (a) Me =2 m(1 点 处 值 ),Fac = -于 (1 点 处 值 )。 
(D) Pho = 3+ Fle = -去 ( 均 为 C 点 处 值 )。 
4-8 (a) Faw = (A 点 处 值 ), Mac = 24(A 点 处 值 ,以 右 侧 受 拉 为 正 )。 
(b) Ms = 一 a( 下 点 处 值 ,以 左 侧 受 拉 为 正 ) ,Fws = - 1(F 点 处 值 )。 
4-9 (a) ERRA: Fua = 2.4(D 点 处 值 ), Fu =22(C 点 处 值 ),F = -2(D 点 处 值 )。 
(b) FRR: Fro = (K 点 处 值 )。 
4-10 Fw =1.5( 中 点 处 值 ), My =2.505 m( K 点 处 值 ), Fox =0.125(K RAMM). 
4-11 (a) My =58.8 kN-m, Foy = 一 19.7 kN。 
(b) My =2qa° ( EHER), Fax =0。 
4-13 Fwy = 548.62 kN。 
4-14 (1) Memm = 375 kN-me 
(2) Fopma = - 65 kNo 
4-15 Fetmo = 264.6 KN, 
4-17 (a) STIR AWW 355.6 kN-m, PRERADE X 350.0 kN.m。 
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(b) # MHA GEA 1 411.3 kN-m. 
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a = Fee ), 


Ay =5.15 em( +). 
Ha HYN Yi), 


An = 
(2) Aye -ar + Ve 

(b) a = EC De 

Ce) 0 = PAZ RN O), 

(a) ba a 

W de = SMM), 

QO) ay = LENO, 

Ce) dye = BAN. , 

(a) A = BOAN n), 

(e) bp = -N mi, 27 KN+m™'())o 


(Ay = $1, 
(a) dy =230al (>). 
(b) den = 54.5at(——), 


(a) au = p (O) 


5 
O au = E- (Oa s 3 S800), 


em burn ome 
Ag =1.37 cm( + )o 


Sql! 
Ac = ghey +e 
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(a) 二 次 超 静 定 。 
(b) 六 次 超 静 定 。 
(c) KBE. 
(d) SKB. 
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(e) 九 次 超 静 定 。 
(1) 二 十 一 次 超 静 定 。 
(g) 四 次 超 静 定 。 
(h) 三 次 超 静 定 。 


6-3 (0) Fa = FOD. 


(b) My = 2 Fel FER)» 
6-4 (a) Ma =7.2 kNm EMRI), 

(b) Mac = 10 qa’ (WEHL), Mre =2 qa? EWR), Face = -0.896 qao 
6-5 (a) May =0 ( 左 侧 受 拉 ) ,Ma =4.5 kN-m (ZMH). 

(b) Mea =90 kN-m (下 边 受 拉 ), Moy = 120 kN'm (下 边 受 拉 )。 

(c) Fue =1.29 kN (拉力 )。 

(d) Fune = -17.39 KN { 压 力 ) ,Mao = 248.5 kN-m (EMR). 
6-6 (a) Fu = -1.387 Fe,Fua=0.613 Fro 

(b) Fw = 58.35 KN. 


6-7 (a) MA =F Fee EMER). 


(b) Fao = 328 
6-8 (a) Mo = FF EMRE) 
(b) Mac = 30.94 kNem (SE E) , Mcp = 34.26 kN-m (下 边 受 拉 )。 
(O MABEL OERD 
p 
(d) MARSEL 《外侧 受 拉 )。 
(e) Mae =90 kN*m (内 侧 受 拉 ), Mç, = 150 kN-m (内 侧 受 拉 )。 


(D Mo = FEE (AWER), Mo = FS (外 侧 受 拉 )。 


(8) Mer = Mer = 高 Fra (HRR) 


M Ma = FË ( 肉 侧 受 拉 )。 


6-10 (a) M= 2222 Er (下 边 受 拉 )。 


(b) Mac = = gr El 《外 侧 受 拉 )。 


Serr ( 左 侧 受 拉 )。 


T Serr (下 边 受 拉 )。 


6-11 (a) Mas = 


(b) Mm = 


=0.270F 31, Muy = —0.084F plo 
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6-14 Ag = 206.500 NC). 


6-16 Fas, 
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7-1 (a) 一 个 角 位 移 未 知 量 。 
(b) 三 个 角 位 移 未 知 量 ,一 个 线 位 移 未 知 量 。 
(c) 四 个 角 位 移 未 知 量 ,三 个 线 位 移 未 知 量 。 
(d) 三 个 钊 位 移 未 知 量 ,一 个 线 位 移 未 知 量 。 
Ce) 一 个 角 位 移 末 知 量 ,一 个 线 位 移 未 知 量 ;或 两 个 线 位 移 未 知 量 。 
(O 三 个 角 位 移 未 知 量 ,两 个 线 位 移 未 知 量 。 
(g) 一 个 角 位 移 未 知 量 ,一 个 线 位 移 未 知 量 。 
Ch) 一 个 角 位 移 未 知 量 ,一 个 线 位 移 未 知 量 。 
G) 三 个 角 位 移 未 知 量 ,一 个 线 位 移 未 知 量 。 
7-5 (a) My = -Mm ,Fow = -#. 
(b) Mo = 26 kN-m (EHER), Mac = 14 Nem (AWER). 
(0) Man = 全 Fr( 左 侧 受 拉 )。 
(d) Fw =0.6F,,Fse =1.2F ,My =0.6Fpa (上 边 受 拉 )。 
1+2V2 vz 
IP Me TOES ia 
7-6 (a) Mac = 35.16 kNem (上 边 受 拉 ), Me, = 19.68 kN*m (上 边 受 拉 )。 
(b) Man =20 kN-m (EWER), Me = 75.45 kN-m (上 边 受 拉 )。 
(c) Mrr =25.26 kNem (上 边 受 拉 ), Mar =6.32 kNem (下 边 受 拉 )。 
(d) Mo =0.111902( 左 侧 受 拉 ) ,MP =0.231 g (EWR). 
(e) My =7.28 kN-m (FARR), Mi =26.892( 上 边 受 拉 ) ,MY = 16.8912( 上 边 受 拉 )。 
7-7 RM EP OE SC) AaB OB I) (D ERAT EAN I RHN 
AMD. 
7-8 (a) Man = 18,53 kN-m ( 左 侧 受 拉 ) ,Mes = 11.91 kN.m (EMRK) 
(b) May = 13.47 kNem (ÆRE), Ma = 6.53 kN-m (上 边 受 拉 )。 
(c) Mas =0.06F pa (EME), Ma, =0.104Fra (外 侧 受 拉 )。 


(a) Me = ggg? (FARR), Mp = aP EWM). 


(e) Fase = 


7-10 Mo = ER a? EMER), Mo = Ég net), 
7-1 (a) May = 15 kN-m (ERR), Mm =210 kN,m (上 边 受 拉 )。 
(b) May =15.24 kN-m (MMSE), Moa =7.62 kN-m (SWERE) o 


C) Mon = 站 Fr? (EARR). Mu = É Fp EARR) 
(d) Man = 7.15 kN`m (HRH), Mo = 4.83 kN-m (FREE). 
(9 My = 23 kNem CEREAL) Mey =P kN-m (外 侧 受 拉 )。 
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(D Ma = 200 kN-m (EAEE), Ma = 其 kN-m HIER)» 


(a) My = 3.69 ÂF (下 边 受 拉 ) ,Me = 2.77 SEE (EARR). 

O) Mu =3.73 EF (AWER). 

May = 11.97 kN'm (下 边 受 拉 ),Mac=7.4 KN-m (ARE). 

Ma = pyFet (上 边 受 拉 ), Meg = gg Frl EMBER) Myc = 了 Fpl (下 边 受 拉 )。 
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引 


( 按 汉语 拼音 字母 排序 ) 


B 


半边 结构 ”half structure 150 
MIA plate and shell structures 1 
BAKE necessary constraint 14 


变形 体 所 接受 的 虚 变 形 功 virtual deformation work 
accepted by deformable 
body 110 

变形 体 虚 功 方程 ”equation of virtual work for deform- 

able body 110 
变形 氛 调 条 件 。 compatibility condition of deformation 
109 
标准 抛物 线 standard parabola 118 


€ 


材料 非 线性 material nonlinearity 10 
常 变 体系 

超 静 定 次 数 
HAR EHR 
MEH 
成 对 未 知 力 
次 内 力 
RFE 
次 应 力 


constantly unstable system 16 
133 


statically indeterminate truss 49 


degree of indeterminacy 


statically indeterminate structure 22 
148 


secondary internal force 50 


coupled unknown 


secondary bending moment 50 


secondary stress 50 


D 


He simple hinge 13 

单位 荷载 法 unit load method 
登 加 原理 principle of superposition 10 
动力 荷载 
动力 系数 
对 称 荷载 


112 


dynamic load 9 
dynamic magnification factor 100 


symmetrical load 145 


对 称 结构 
SS BER 
多 余 约束 


145 


staticaliy determinate multi-span beam 28 


symmetrical structure 


redundant constraint 14 
E 


二 力 杆 tie,link 26 


F 


反对 称 荷载 145 
反 力 互 等 定理 reciprocal theorem of reactions 
友 力 与 位 移 互 等 定理 


antisymmetrical load 
126 
reciprocal theorem of reaction- 
126 

122 


displacement 
非 荷载 因素 的 作用 。 non-loading action 
非 线性 分 析 nonlinear analysis 10 
WF web tie 50 
FEIN AUF added rigid arm 177 
附加 链 杆 added linkage 177 
附属 部 分 accessory part 25 
MA complex hinge 13 


副 系 数 secondary coefficient 137,187 


G 


概念 结构 力学 conceptional structural mechanics 2 
概念 设计 conceptional design 2 

丁 件 替代 法 ”method of substitute bar 60 

杆 系 结构 structure of bar system 1 

刚度 矩阵 187 
刚度 系数 stiffness coefficient 
A frame 8 

MURA frame bar 26 
A 
AISHE height to span ratio 42 


stiffness matrix 
179,187 


rigid joint 3 
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隔离 体 
功 的 互 等 定理 
拱 arch 7 
XIE hinged support 3 
支 座 clamped support 4 
HIWA fixed-end shear force 180 
MME fixed-end moment 180 
关键 位 移 key displacement 177 
PRA 
广义 位 移 generaliged displacement 108 


insulator 25 


reciprocal theorem of works 125 


generalized force 112 


H 


合理 拱 轴线 
荷载 load 9 
ME truss 8 

格 架 式 杆 件 truss bar 26 

HR dead load 9 

胡 克 定律 ”Hooksiaw 9 
滑动 支 座 (定向 铵 支 座 ) sliding support 4 
WA mixed method 199 

18314 movable hinged support 3 
MR live load 9 


optimal centreline of arch 46 


J 


基本 部 分 fundamental part 25 

PLB kinematic method 86 

几何 不 变 体 系 geometrically stable system 12 

几何 非 线性 geometrically nonlinearity 10 

几何 构造 分 析 geometrical construction analysis 12 
几何 可 变 体 系 geornctrical unstable system 12 
it HX computational structural mechanics 2 
计算 自由 度 computational degree of freedom 14 


KAR indirect load 34 
BEB hinged joint 3 
Mit rotational displacement 108 


结 点 joint, node 3 

E method of joint 50 

结 点 荷载 joint toad 34 

结构 structure 1 

结构 的 计算 简 图 computing model of structure 2 
截面 法 method of section 50 


BREA 
WAR statically determinate frame 35 
BIHE 
WE statically determinate structure 21 
PEE 
更 力 法 static method 82 
静 力 荷载 static load 9 
BAF MRE 
BIRKS 


statically indeterminate structure 22 
statically determinate truss 49 


static determinacy 21 


static equilibrium condition 25 
absolute maximum bending moment 


100 
K 


SMH space trus 49 
空间 结构 “space structure 8 
HEHE span 42,50 


A force method 131 

力 法 典型 方程 canonical equations vf the force method 

137 

HENE equation of force method 132 

HEEE primary structure of force method 132 

力 法 基本 未 知 量 primary unknown of force method 
132 

IAHT ideal truss 49 

联合 法 combined method 91 

% beam 7 

MEI two-hinged arch 41 

临界 荷载 critical load 96 

临界 荷载 判别 式 

临界 位 置 critical position 96 

FRÈ method of zero load 72 


judicial inequality of critical load 96 


N 
内 力 包 络 图 envelope of internal force 100 


P 


PHR plane russ 49 
FMA plane structure 8 


Q 
牵连 位 移 


relative displacement 193 


ERC R 3 


225 


slope-deflection method 187 


倾角 变 位 法 
R 


柔 度 矩阵 flexibility matrix 137 


EE KR flexibility coefficient 137 


S 


=H chree-hinged arch 41 
SKF top chord tie 50 

实际 状态 116 

实体 结构 “massive structure 1 

SESH member subjected to bending 26 
WEE PR £ 


went pas 


actual state 


instantaneously unstable system 16 


instantaneous center 193 
T 


弹性 面积 
弹性 支 座 。 elastic support 5 

弹性 中 心 elastic centre 168 
弹性 中 心 法 “method of elastic centre 168 
图 乘法 “method of diagram product 117 
MEHKE push force structure 41 


elastic area 168 


w 
APHID external virtual work 110 
网 壳 结构 “grid shell 64 
位 形 configuration 10 
{2% displacement 108 
位 移 法 displacement method 176 


位 移 法 典型 方程 ”canonical equations of the displace- 


ment method 187 
位 移 法 基本 结构 primary structure in displacement 
method 177 
位 移 法 基本 未 知 量 。 primary unknown in displacement 
method 177 
位 移 互 等 定理 theorem of reciprocal displacements 


126 


ER hingeless arch 41 


x 


“FSR lower chord tie 50 
HEA chord tie 50 

A chord rotation 180 

线 刚 度 180 

线 弹 性 体 linearly elastic body 10 
线 位 移 linear displacement 108 
线性 分 析 linear analysis 10 
JE% 3K shape constant 180 
Eik imagined hinge 16 
BORE 


linear stiffness 


imaginary state 112 
Y 


FEAR line of pressure 45 

移动 荷载 组 a group of movable loads 8I 
影响 量 
影响 线 influence line 82 
影响 线 方程 


约束 constraint, restraint 13 


influence value 82 


influence function 82 


z 


BBB load constant 

支 座 support 3 

AJI principal internal force 50 

EAR principal coefficient 187 

ERMA principal stress 50 

转角 位 移 方程 

AHE degree of freedom 12 

自由 项 free item 137,186 

组 合 结构 composite structure 8 

最 不 利 荷载 位 置 most unfavourable position of load 
81 


180 


slope-deflection equation 180 
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Synopsis 


This book, among the course books of tenth-five-yeer Chinese national program for university education, is writ- 
ten according to “The Fundamental Requirements for Structural Mechanics Course” which is worked out by The Me- 
chanics Teaching Guiding Committee of The Ministry of Education. The book is intended to meet the needs of concep- 
tional analysis and conceptional design in contemporary engineering, and it carries the following main features: taking 


basic concepts, fundamental principles and their applications as a key line; observing the cognitive regularity; closely 


relating to engineering practice and benefiting ability improvement. The book is accomplished on the basis of the 
author's long-term teaching, research and engineering practice, and reflects his basic idea of “Conceptional Structural 
Mechanics”. 

This book has two volumes: Volume I (Chapteri - 7) mainly deeling with statically determinate structures, 
force method and displacement method, and Volume I (Chapter8 - 12) dealing with matrix displacement method, 
practical and conceptional analysis of statically indeterminate structures, dynamics, stability analysis and ultimate 
strength of structures. A plane frame analysis program with explanation is attached. 

While writing the book, effort is paid by the author to make the basic concepts clear, the contents concise, the 
explanation in as simple a form as the subject allows, and to integrate the theory with practice. While introducing 
methods for solving problems, more attention is laid on their background principles, with the hope that students can 
understand the objective laws and master the essence of the objects. A CAI teaching software which vividly displays the 
course contents and gives rise to classroom discussion by means of cartoon has been developed. 

This book can serves as the course book of Structural Mechanics in the area of civil engineering, communication 
engineering, hydraulic engineering, machine engineering and mechanics, ete. , and a reference book for engineering 


technicians in relative fields. 
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